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Тема 1. !адача про випадковi блуканн9

§1.1. Мiкростани i макростани

Математика пiдрахунку способiв упор2дкуванн2 речей на5иваєт7с2 комбiнаторико8, i

цей ро5дiл починаєт7с2 5 короткого о5найомленн2 5 цiє8 темо8.
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Рис. 0.0.1. Перелiк всiх
мо>ливих мiкростанiв дл2
системи, що складаєт7с2 5
тр7ох монет (де H - це орел,

а T - решка).

Припустимо, що 2 перекида8 три монети: 50 копiйок, 1

гривн2 i 5 гривен7. Скiл7ки вс7ого є мо>ливих ре5ул7татiв?

Не ду>е багато, тому їх всi мо>на перерахувати у таблицi

(рис.1).

Цим методом грубої сили ми рахуємо вiсiм мо>ливих
ре5ул7татiв. Eкщо монети чеснi, ко>ен ре5ул7тат однаково
вiрогiдний, тому ймовiрнiст7 отримати три орла (H) або три
решки (T) = 1/8. Iснує три рi5них способи отримати два орла
i решку, тому ймовiрнiст7 отримати рiвно два орла становит7
3/8, 2к i ймовiрнiст7 отримати рiвно одного орла i двi решки.

Ко>ен 5 вос7ми мо>ливих ре5ул7татiв на5иваєт7с2
мiкростаном.

В5агалi, дл2 уточненн2 мiкростану системи ми повиннi

вка5ати стан ко>ної окремої частинки, в даному випадку стан
ко>ної монети. Eкщо ми 5агалом ви5начимо стан системи,

просто ска5авши, скiл7ки там є орлов чи решок, то це на5и-

ваєт7с2 макростаном.

Hвичайно, 2кщо ви 5наєте мiкростан системи (ска>iмо HHT), то ви тако> 5наєте її
макростан (в даному випадку два орла). Але 5воротне не вiдповiдає дiйсностi: 2кщо ми
5наємо, що є рiвно два орла, це не говорит7 нам про стан ко>ної монети, оскiл7ки є 5а-

галом три мiкростани, 2кi вiдповiда8т7 ц7ому одному макростану. Кiл7кiст7 мiкростанiв,

що вiдповiда8т7 даному макростану, на5иваєт7с2 кратнiст8 ц7ого макростану (в даному
випадку це 3).

Символ, 2кий ми будемо використовувати дл2 кратностi, - це лiтера омега, Ω. У при-

кладi тр7ох монет Ω(3H) = 1, Ω(2H) = 3, Ω(1H) = 3 i Ω(0H) = 1. Hаува>те, що 5агал7на
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кратнiст7 усiх чотир7ох макростанiв становит7 1+ 3+ 3+ 1 = 8, тобто 5агал7нiй кiл7костi

мiкростанiв. Ми на5овемо ц8 кiл7кiст7 Ω(all). Тодi мо>на 5аписати ймовiрнiст7 буд7-2кого
конкретного макростану:

ймовiрнiст7 n орлiв =
Ω(n)

Ω(all)
.

Наприклад, ймовiрнiст7 отримати 2 орла дорiвн8є Ω(2)/Ω(all) = 3/8. Ми припускаємо, що
монети чеснi, так що всi 5 8 мiкростанiв однаково вiрогiднi.

Щоб стало трохи цiкавiше, припустимо тепер, що у нас є в>е не три монети, а 100 монет.
Hагал7на кiл7кiст7 мiкростанiв тепер ду>е велика: 2100, оскiл7ки ко>на i5 100 монет має
два мо>ливi стани. Однак кiл7кiст7 макростанiв становит7 лише 101: 0 орлiв, 1 орел, . . .,

100 орлiв. А 2к щодо кратностi цих макростанiв?

Почнемо 5 макростану “0 орлiв”. Eкщо ко>на монета 5находит7с2 у станi “решка”, то
мiкростан системи повнiст8 5аданий, тобто Ω(0) = 1.

А що робити, 2кщо є рiвно один орел? У станi “орел” мо>е бути перша монета, або
друга, або трет2 тощо, тобто iснує рiвно 100 мо>ливих мiкростанiв: Ω(1) = 100. Eкщо ви
спочатку всi монети перегорнутi гербом уни5, тодi Ω(1) - це кiл7кiст7 мо>ливих способiв
обрати одну 5 них, щоб перегорнути.

Щоб 5найти Ω(2), рахуйте кiл7кiст7 способiв вибору двох монет, 2кi потрiбно перегор-

нути. Є 5агалом 100 варiантiв обрати першу монету, i дл2 ко>ного 5 них є 99 варiантiв
обрати другу монету. Але ви мо>ете вибрати буд7-2ку пару в буд7-2кому пор2дку, то>
кiл7кiст7 рi5них пар становит7 Ω(2) = 100 · 99/2.

Eкщо вам потрiбно перегорнути три монети, у вас є 100 варiантiв дл2 першої, 99 дл2
другої та 98 дл2 трет7ої. Але буд7-2кi обранi три монети мо>ут7 бути обраними кiл7кома
способами: 3 варiанти обрати монету, 2ку ми перегорнемо першо8, 2 варiанти обрати мо-

нету, 2ку ми перегорнемо друго8. Таким чином, кiл7кiст7 рi5них триплетiв становит7
Ω(3) = 100 · 99 · 98/(3 · 2).

Мо>ливо, тепер ви в>е мо>ете побачити 5акономiрнiст7. Дл2 Ω(n) отримаємо:

Ω(n) =
100 · 99 . . . (100− n+ 1)

n . . . 2 · 1 .

Hнаменник - це просто n-факторiал, по5начаєт7с2 n!. Ми тако> мо>емо 5аписати чисел7-

ник 5а допомого8 факторiалiв 2к 100!/(100− n)!.

Таким чином мо>на 5аписати 5агал7ну формулу:

Ω(n) =
100!

n!(100− n)!
≡

!
100

n

"
.

Останнiй вира5 - це просто стандартна абревiатура дл2 бiномiал7ного коефiцiєнта - це
кiл7кiст7 рi5них способiв вибору n елементiв i5 100, або кiл7кiст7 “комбiнацiй” i5 n еле-
ментiв, вибраних серед 100 елементiв.



5

Eкщо у нас є N монет, кратнiст7 макростану 5 n орлiв дорiвн8є:

Ω(N, n) =
N !

n!(N − n)!
≡

!
N

n

"
.

Це кiл7кiст7 способiв вибрати n об’єктiв i5 5агал7ної кiл7костi N об’єктiв.

§1.2. Класична модел0 парамагнетика

Мо>ливо, вам цiкаво, 2ке вiдношенн2 має цей бе5глу5дий приклад 5 перевертанн2м
монет до фi5ики. Не надто багато, але насправдi є ва>ливi фi5ичнi 2вища, дл2 2ких мате-
матика (комбiнаторика) буде тако8 само8. Мабут7, найголовнiшим 5 них є парамагнетик
5 двома станами.

Всi речовини 2кос7 реагу8т7 на магнiтне поле чере5 електричну природу електронiв та
атомних 2дер. Парамагнетик - це матерiал, в 2кому частинки, що вход2т7 до його скла-

ду, дi8т7 2к крихiтнi голки компаса, 2кi прагнут7 вирiвн8ватис2 паралел7но буд7-2кому
5овнiшн7ому магнiтному пол8. (Eкщо частинки досит7 сил7но в5аємодi8т7 мi> собо8, ма-

терiал мо>е намагнiчуватис2 навiт7 бе5 буд7-2кого 5овнiшн7ого пол2. В такому випадку
ми на5иваємо його феромагнетиком, 5а найвiдомiшим прикладом, 5алi5ом. Парамагнети5м,

навпаки, є магнiтним вирiвн8ванн2м, 2ке триває лише тодi, коли 5астосовуєт7с2 5овнiшнє
магнiтне поле.)

Ми будемо на5ивати окремi магнiтнi частинки дипол2ми, оскiл7ки ко>на має свiй вла-

сний вектор дипол7ного моменту. На практицi ко>ен дипол7 мо>е бути окремим електро-

ном, групо8 електронiв в атомi або атомним 2дром. Дл2 буд7-2кого такого мiкроскопiчного
дипол2 квантова механiка до5вол2є проєкцiї вектора дипол7ного моменту на буд7-2кий на-

пр2м приймати лише певнi дискретнi 5наченн2 - нi2кi промi>нi 5наченн2 не допуска8т7с2.

У найпростiшому випадку допуска8т7с2 лише два 5наченн2: одне по5итивне, а друге не-
гативне.

В такому випадку ми маємо парамагнiт i5 двома станами, в 2кому ко>на “стрiлка
компаса” мо>е мати лише двi мо>ливi орiєнтацiї, паралел7ну або антипаралел7ну при-

кладеному пол8.

Тепер про комбiнаторику. Давайте ви5начимо N↑ 2к кiл7кiст7 елементарних диполiв, що
спр2мованi вгору (у певний час), i N↓ - кiл7кiст7 диполiв, що спр2мованi вни5. Тодi 5агал7на
кiл7кiст7 диполiв дорiвн8є N = N↑ + N↓, i ми будемо вва>ати це число фiксованим. Ц2
система має один макростан дл2 ко>ного мо>ливого 5наченн2 N↑, вiд 0 до N . Кратнiст7
буд7-2кого макростану 5адаєт7с2 5а тiє8 > формуло8, що i в прикладi 5 пiдкиданн2м
монет:

Ω(N↑) =

!
N

N↑

"
=

N !

N↑!N↓!
.
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Рис. 0.0.2. Символiчне у2вленн2 двостанового парамагнетика, у 2кому ко>ний елемен-

тарний дипол7 мо>е бути спр2мований або паралел7но, або антипаралел7но 5овнiшн7ому
магнiтному пол8.

Hовнiшнє магнiтне поле справл2є крутний момент на ко>ен мален7кий дипол7, намага-

8чис7 спр2мувати його паралел7но пол8. Eкщо 5овнiшнє поле спр2моване вгору, тодi стан
“дипол7 вгору” має менше енергiї, нi> “дипол7 уни5”, оскiл7ки треба докласти енергi8, щоб
перегорнути його 5гори вни5.

Hагал7на енергi2 системи (нехту8чи в5аємодiє8 мi> дипол2ми) ви5начаєт7с2 5агал7-

но8 кiл7кiст8 диполiв “угору” i диполiв “уни5”, тому 5адати макростан, в 2кому 5нахо-

дит7с2 система - це те саме, що 5адати її 5агал7ну енергi8. Насправдi, май>е у всiх
фi5ичних прикладах, макростан системи характери5уєт7с2, принаймнi частково, ї ї 5агал7-

но8 енергiє8.

§1.3. 3адача про випадковi блуканн7

При подал7шому обговореннi основних концепцiй ймовiрностi буде корисним 5а-

пам’2тати конкретний простий, але ва>ливий iл8стративний приклад - так 5вану “про-

блему випадкових блукан7”. У своїй простiй iдеалi5ованiй формi ц2 проблема мо>е бути
сформул7ована наступним традицiйним чином. П’2ний починає рух вiд лiхтарного стовпа
на вулицi. Ко>ен його крок має однакову дов>ину l. Однак л8дина настiл7ки п’2на, що
напр2мок ко>ного кроку - вправо чи влiво - 5овсiм не 5але>ит7 вiд попередн7ого кроку.
Все, що мо>на ска5ати, що ко>ен ра5, коли л8дина рухаєт7с2, ймовiрнiст7 того, що крок
буде 5роблено праворуч дорiвн8є p, а ймовiрнiст7 того, що крок буде 5роблено лiворуч,

дорiвн8є q = 1 − p. (У найпростiшому випадку p = q, але в 5агал7ному випадку p ∕= q.

Наприклад, вулиц2 мо>е бути нахилена по вiдношенн8 до гори5онталi, так що крок вни5
по схилу праворуч ймовiрнiший, нi> крок влiво вгору схилом.)

Виберiт7 вiс7 x в5дов> вулицi так, що x = 0 - це поло>енн2 точки вiдлiку, тобто
лiхтарного стовпу. Очевидно, що оскiл7ки ко>ен крок має дов>ину l, то ро5ташуванн2
л8дини в5дов> осi x повинно мати вигл2д x = ml, де m - цiле число (по5итивне та не-
гативне). Тодi iнтерес представл2є наступне питанн2: пiсл2 того, 2к л8дина 5робит7 N

крокiв, 2ка ймовiрнiст7 того, що вона 5находит7с2 5находит7с2 у поло>еннi x = ml? Таке
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статистичне формул8ванн2 проблеми 5нову має на ува5i, що ро5гл2даєт7с2 ду>е вели-

ке число N однакових чоловiкiв, що старту8т7 5 однакових лiхтарних стовпiв. (В 2костi

ал7тернативи, 2кщо ситуацi2 не 5мiн8єт7с2 5 часом, наприклад, 2кщо чоловiк не тве-
ре5iє поступово, мо>на тако> повторити той >е експеримент N ра5 5 однiє8 i тiє8 само8
л8дино8.) На ко>ному кроцi ви2вл2єт7с2, що частка p чоловiкiв 5мiщуєт7с2 праворуч.

Потiм 5апитуєт7с2, 2ка частка чоловiкiв опинит7с2 в поло>еннi поло>еннi x = ml пiсл2
N крокiв. Мо>на легко у5агал7нити це одновимiрне 5авданн2 на бiл7ш вимiр8ван7, чи
то два (п’2ний починає рух вiд лiхтарного стовпа в центрi сто2нки), три чи бiл7ше. Hнову
5адаєт7с2 питанн2 про ймовiрнiст7 того, що пiсл2 N крокiв л8дина 5находит7с2 на 5аданiй
вiдстанi вiд початку координат (хоча хоча вiдстан7 не має форму ml, 5 цiлим m).

Фi5ика перева>но 5аймаєт7с2 не п’2ниц2ми, що хита8т7с2 бiл2 лiхтарних стовпiв. Але
проблема, 2ку iл8струє ц2 5адача, пол2гає в тому, щоб скласти N векторiв 5 однаковими
дов>инами, але випадковими напр2мками (або напр2мками, 5аданими де2ким ро5подiлом
ймовiрностi) i потiм 5апитати про ймовiрнiст7 того, що їх ре5ул7ту8ча векторна сума має
певну величину та напр2мок. Наведемо кiл7ка фi5ичних прикладiв, у 2ких це питанн2 є
доречним.

a. Магнети5м: Атом має спiн 1/2 i магнiтний момент µ; вiдповiдно до квантової механiки
його спин мо>е бути спр2мований або “вгору”, або “вни5” по вiдношенн8 до 5аданого на-

пр2мку. Eкщо обидвi цi мо>ливостi однаково ймовiрнi, 2ким буде сумарний магнiтний
момент N таких атомiв?

b. Дифу5i2 молекули в га5i: Дана молекула проходит7 у тр7ох вимiрах середн8 вiдстан7
l мi> 5iткненн2ми 5 iншими молекулами. Eку вiдстан7 вона, ймовiрно, пройде пiсл2 N

5iткнен7?

c. Iнтенсивнiст7 свiтла вiд N некогерентних д>ерел свiтла: Амплiтуда свiтла, викли-

кана ко>ним i5 д>ерел, мо>е бути представлена двовимiрним вектором, напр2мок 2кого
ви5начає фа5у обуренн2. Тут фа5и випадковi, а ре5ул7ту8ча амплiтуда, що ви5начає 5а-

гал7ну iнтенсивнiст7 свiтла вiд усiх д>ерел, має бути обчислена статистичними методами.

Проблема випадкового блуканн2 iл8струє ду>е фундаментал7нi ре5ул7тати теорiї
ймовiрностей. Методи, що використову8т7с2 при вивченнi цiєї проблеми, поту>нi та ба-

5овi, вони повтор88т7с2 5нову i 5нову у всiй статистичнiй фi5ицi. Тому ду>е повчал7но
отримати гарне у2вленн2 про ц8 проблему.

Дл2 простоти ми обговоримо проблему випадкових блукан7 в одному вимiрi. Ро5гл2не-
мо рух частинки, що робит7 послiдовнi кроки, або перемiщенн2, у певному напр2мку. Пiсл2
N таких крокiв, ко>ен дов>ино8 l, частинка буде ро5ташована в точцi x = ml, де m — цiле
число, що ле>ит7 у ме>ах −N < m < N . Ми хочемо обчислити ймовiрнiст7 PN(x) 5найти
частинку в поло>еннi x = ml пiсл2 N таких крокiв. Нехай n1 по5начає кiл7кiст7 крокiв
праворуч, а n2 - вiдповiдну кiл7кiст7 крокiв лiворуч. Hвичайно, 5агал7на кiл7кiст7 крокiв
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дорiвн8є N = n1+n2. Повне перемiщенн2 (вимiр8єт7с2 вправо в одиниц2х дов>ини кроку)

дорiвн8є m = n1−n2. Eкщо вiдомо, що в де2кiй послiдовностi 5 N крокiв частинка 5робила
n1 крокiв вправо, то її повне 5мiщенн2 тако> вiдомо: m = n1−n2 = n1−(N−n1) = 2n1−N .

Мо>на побачити, що 2кщо N непарне, то m тако> має бути непарним. I навпаки, 2кщо
N парне, m тако> має бути парним.

Наше фундаментал7не припущенн2 пол2гало в тому, що послiдовнi кроки є статисти-

чно не5але>ними один вiд одного. Таким чином, мо>на просто стверд>увати, що, не5а-

ле>но вiд минулої iсторiї, ко>ен крок характери5уєт7с2 вiдповiдними ймовiрност2ми: p

- ймовiрнiст7 того, що крок буде праворуч, i q = 1 − p - ймовiрнiст7 того, що крок бу-

де лiворуч. Тепер iмовiрнiст7 буд7-2кої 5аданої послiдовностi 5 n1 крокiв праворуч i n2

крокiв лiворуч 5адаєт7с2 простим мно>енн2м вiдповiдних ймовiрностей, тобто шл2хом
pp . . . pqq . . . q = p

n1q
n2 . Але є багато рi5них мо>ливих способiв 5робити N крокiв так, щоб

5агалом n1 крокiв було праворуч i n2 крокiв лiворуч (див. мал8нок). Кiл7кiст7 рi5них
мо>ливостей ви5начаєт7с2 2к N !/(n1!n2!). От>е, ймовiрнiст7 WN(n1) 5робити n1 крокiв
праворуч i n2 = N−n1 крокiв лiворуч (5агалом N крокiв), у буд7-2кому пор2дку, ми отри-

маємо, помно>ивши ймовiрнiст7 ко>ної 5 цих послiдовностей на повне число мо>ливих
послiдовностей таких крокiв. Це дає

WN(n1) =
N !

n1!n2!
p
n1q

n2 .

§1.4. Бiномiал0ний ро:подiл

Функцi2 ймовiрностi WN(n1) на5иваєт7с2 бiномiал7ним ро5подiлом. Причина в тому,
що цей вира5 cхо>ий на типовий термiн, що 5устрiчаєт7с2 при ро5кладаннi (p+ q)N 5гiдно
5 бiномiал7но8 теоремо8. Дiйсно, нагадаємо, що бiномiал7не ро5кладанн2 5адаєт7с2 фор-

муло8

(p+ q)N =
N#

n=0

N !

n!(N − n)!
p
n
q
N−n

.

Ми в>е 5а5начали, що 2кщо вiдомо, що частинка виконала n1 крокiв праворуч, а 5агалом
N крокiв, то її повне перемiщенн2 m ви5начено. Таким чином, ймовiрнiст7 PN(m), що
частинка, 5найдена в по5ицiї m пiсл2 N крокiв, дорiвн8є ймовiрностi WN(n1), 2ка 5найдена
вище, тобто PN(m) = WN(n1). I5 ви5наченн2 5находимо, що n1 =

1
2
(N +m), n2 =

1
2
(N −m).

Пiдстановка цих спiввiдношен7 у PN(m) дає:

PN(m) =
N !

[(N +m)/2]![(N −m)/2]!
p
(N+m)/2(1− p)(N−m)/2

.

В особливому випадку, коли p = q = 1/2, вира5 набуває симетричної форми:

PN(m) =
N !

[(N +m)/2]![(N −m)/2]!

$1
2

%N

.
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Рис. 0.0.3. Бiномiал7ний ро5подiл

Hнайдемо тепер середнi 5наченн2 дл2 бiномiал7ного ро5подiлу. Спочатку перевiримо
нормiровку, тобто умову

N#

n1=0

W (n1) = 1,

2ка о5начає, що ймовiрнiст7 5робити буд7-2ку кiл7кiст7 крокiв праворуч мi> 0 i N повинна
дорiвн8вати одиницi. Пiдставл28чи W (n1), дiйсно отримуємо:

N#

n=0

N !

n!(N − n1)!
p
n1q

N−n! = (p+ q)N = 1N = 1,

(5гiдно бiномiал7ної теореми, оскiл7ки q ≡ 1 − p), що пiдтверд>ує ре5ул7тат. Eким буде
середнє число n1 крокiв праворуч? Hа ви5наченн2м, середнє дорiвн8є

n1 ≡
N#

n1=0

W (n1)n1 =
N#

n1=0

N !

n1!(N − n1)!
p
n1q

N−n!n1.

Eкби не цей додатковий коефiцiєнт n1 у ко>ному членi останн7ої суми, це 5нову було б
бiномiал7ним ро5кладанн2м i, от>е, тривiал7но8 сумо8. Мно>ник n1 псує ц8 чудову си-

туацi8. Але iснує ду>е корисна 5агал7на процедура дл2 повод>енн2 5 таким додатковим
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коефiцiєнтом, щоб 5вести суму до бiл7ш простої форми. Давайте ро5гл2немо суто матема-

тичне 5авданн2 оцiнки такої суми, де p i q - буд7-2кi два довiл7них параметра. Тодi мо>на
помiтити, що додатковий фактор n1 мо>е бути отриманий диференцi8ванн2м, так що

n1p
n1 = p

∂

∂p
(pn1).

От>е, сума, що нас цiкавит7, мо>е бути 5аписана у вигл2дi

N#

n1=0

N !

n1!(N − n1)!
p
n1q

N−n!n1 =
N#

n1=0

N !

n1!(N − n1)!

&
p
∂

∂p
(pn1)

'
q
N−n1 =

= p
∂

∂p

& N#

n1=0

N !

n1!(N − n1)!
p
n1q

N−n!

'
= p

∂

∂p
(p+ q)N = pN(p+ q)N−1

,

де ми 5мiнили пор2док пiдсумовуванн2 та диференцi8ванн2, а тако> використали
бiномiал7ну теорему. Оскiл7ки цей ре5ул7тат справедливий дл2 довiл7них 5начен7 p i q,

вiн має бути вiрним i в нашому конкретному випадку, коли p - де2ка 5адана константа
i q = 1 − p. Тодi p + q = 1, так що ми отримаємо просто n1 = Np. Ми могли б 5дога-

датис2 про цей ре5ул7тат. Оскiл7ки p - це ймовiрнiст7 5робити крок праворуч, середн2
кiл7кiст7 крокiв праворуч при 5агал7нiй кiл7костi крокiв N дорiвн8є просто Np. Оче-
видно, що середн2 кiл7кiст7 крокiв лiворуч, аналогiчно, дорiвн8є n2 = Nq. Природн7о,

n1 + n2 = N(p+ q) = N , що дає правил7ну 5агал7ну кiл7кiст7 крокiв. Hмiщенн2 (вимiр2не
праворуч в одиниц2х дов>ини кроку l) дорiвн8є: m = n1 − n2. Hвiдси отримуємо дл2
середн7ого 5мiщенн2:

m = n1 − n2 = n1 − n2 = N(p− q).

Eкщо p = q, то m = 0. Це має бути так, оскiл7ки тодi є повна симетрi2 мi> правим та
лiвим напр2мками.

Обчисленн) дисперсiї. Тепер обчислимо σ2
n
≡ (n1 − n̄1)2 = n

2
1 − n

2
1. Ми в>е 5наємо

n1. Таким чином, нам потрiбно вирахувати лише n
2
1.

n
2
1 ≡

N#

n1=0

W (n1)n
2
1 =

N#

n1=0

N !

n1!(N − n1)!
p
n1q

N−n!n
2
1.

Ро5гл2да8чи p i q 2к довiл7нi параметри та використову8чи той самий прийом дифе-
ренцi8ванн2, що i ранiше, мо>на написати

n
2
1p

n1 = n1

$
p
∂

∂p

%
(pn1) =

$
p
∂

∂p

%2

(pn1).

От>е, сума мо>е бути 5аписана у вигл2дi

N#

n1=0

N !

n1!(N − n1)!

$
p
∂

∂p

%2

p
n1q

N−n1 =
$
p
∂

∂p

%2
N#

n1=0

N !

n1!(N − n1)!
p
n1q

N−n1 =
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=
$
p
∂

∂p

%2

(p+ q)N =
$
p
∂

∂p

%&
pN(p+ q)N−1

'
=

= p

&
N(p+ q)N−1 + pN(N − 1)(p+ q)N−2

'
.

Тут нас цiкавит7 випадок, коли p+ q = 1. Таким чином, отримаємо просто

n
2
1 = p[N + pN(N − 1)] = Np[1 + pN − p] = (Np)2 +Npq = n̄

2
1 +Npq.

I дл2 дисперсiї отримаємо ре5ул7тат:

σ2
n
= Npq.

Величина σn є квадратично8 по 5мiщенн8. Її квадратний корiн7, тобто, середн7оквадра-

тичне вiдхиленн2 ∆!
n1 ≡ σn є лiнiйно8 мiро8 ширини дiапа5ону, у 2кому ро5подiленi

мо>ливi 5наченн2 n1. Добро8 мiро8 вiдносної ширини ц7ого ро5подiлу є величина

∆!
n1

n̄1

=

√
Npq

Np
=

(
p

q

1√
N
.

Hвернiт7 увагу, що 5i 5бiл7шенн2м N середнє 5наченн2 n̄1 5бiл7шуєт7с2 2к N , але ши-

рина ∆!
n1 5бiл7шуєт7с2 лише 2к

√
N . От>е, вiдносна ширина ∆!

n1/n̄1 5меншуєт7с2 5i
5бiл7шенн2м N 2к 1/

√
N .

§1.5. 3адачi до теми 1

Комбiнаторiка:

!адача 1.1. !ка ймовiрнiст, викинути /агалом 6 очок або менше /а допомого8 тр,ох шостигранних
кiсточок?

!адача 1.2. Ро/гл;н,те гру, у ;кiй броса8т, шiст, однакових кiсточок. Стан кiсточки, що вiдповiдає
6 очкам, ми будемо на/ивати ту/ом. ?найдiт, ймовiрнiст, отримати: рiвно один ту/; принаймнi один ту/;
рiвно два ту/и.

!адача 1.3. Обираєт,с; випадкове число вiд 0 до 1. !ка ймовiрнiст, того, що рiвно п’;т, i/ його
перших дес;ти дес;ткових /накiв склада8т,с; i/ цифр менше нiC “5”?

!адача 1.4. Обчислiт, кiл,кiст, моCливих комбiнацiй / п’;ти карт у грi в покер, ро/даних / колоди,

що складаєт,с; / 52 карт. (Пор;док карт в комбiнацiї не має /наченн;). Королiвс,кий флеш складаєт,с; /
п’;ти найвищих карт (ту/, корол,, королева, валет, 10) однiєї (буд,-;кої) мастi. !ка ймовiрнiст, отримати
королiвс,кий флеш / першої спроби?

Бiномiал,ний ро/подiл:

!адача 1.5. Ро/гл;немо /адачу про випадковi блуканн; / p = q i нехай m = n1 −n2 по/начає сумарне
/мiщенн; праворуч. Пiсл; /агал,ної кiл,костi крокiв N обчислiт, такi середнi /наченн;: m, m2, m3 i m4.

!адача 1.6. Ро/гл;немо га/ i/ N0 нев/аємодi8чих молекул, що /находит,с; у ємностi об’ємом V0.

Сфокусуйте увагу на буд,-;кiй частинi V ц,ого контейнера i по/начте кiл,кiст, молекул, що /наход;т,с;
у цiй частинi, ;к N . КоCна молекула / однаково8 ймовiрнiст8 моCе бути ро/ташована в буд,-;кому мiсцi

контейнера; отCе, ймовiрнiст, того, що дана молекула ро/ташована саме в об’ємi V0, дорiвн8є просто
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V/V0. (a) !ке середнє число N̄ молекул, ро/ташованих в об’ємi V ? Вира/iт, сво8 вiдповiд, в термiнах
N0, V0 та V . (b) ?найдiт, вiдносну дисперсi8 (N − N̄)2/N̄2 кiл,костi молекул, ро/ташованих в об’ємi V .

Вира/iт, сво8 вiдповiд, чере/ N̄ , V та V0. (c) !ко8 буде вiдповiд, на питанн; (b), ;кщо V ≪ V0? (d) !ке
/наченн; має приймати дисперсi; (N − N̄)2, ;кщо V → V0? Чи /бiгаєт,с; вiдповiд, на питанн; (b) / цим
очiкуванн;м?

!адача 1.7. Молекула в га/i рухаєт,с; мiC /iткненн;ми на однаковi вiдстанi / однаково8 ймовiрнiст8
в буд,-;кому напр;мку. Пiсл; N /iткнен,, ;ким буде середн,о-квадратичне перемiщенн; R2 молекули вiд
її початкової по/ицiї?

!адача 1.8. До ре/истора R пiдкл8чено акумул;тор / /агал,но8 напруго8 V , внаслiдок чого в ц,ому
ре/исторi ро/сi8єт,с; потуCнiст, P = V 2/R. Сама батаре; складаєт,с; / окремих елементiв, /’єднаних
послiдовно, так що V просто дорiвн8є сумi електричних напруг v усiх цих елементiв. Однак батаре; вCе
стара, так що не всi елементи /наход;т,с; у бе/доганному станi, тобто iснує ймовiрнiст, p, що напруга
буд,-;кого окремого елемента має своє нормал,не /наченн; v, i ймовiрнiст, 1− p, що напруга буд,-;кого
окремого елемента дорiвн8є нул8. Окремi елементи статистично не /алеCат, один вiд одного. ?а цих умов
обчислiт, середн8 потуCнiст, P , що ро/сi8єт,с; в ре/исторi, вира/ивши ре/ул,тат ;к спiввiдношенн; мiC
N , v та p.

!адача 1.9. Ро/гл;немо N подiбних антен, що випромiн88т, лiнiйно пол;ри/оване електромагнiтне
випромiн8ванн; / довCино8 хвилi λ i швидкiст8 c. Антени ро/ташованi в/довC осi x на вiдстанi λ одна
вiд одної. На осi x на великiй вiдстанi вiд антен /находит,с; спостерiгач. Коли одна антена випромiн8є,
спостерiгач вимiр8є iнтенсивнiст, (тобто середн8 амплiтуду електричного пол;) I. (a) !кщо всi антени
отриму8т, однакову фа/у вiд одного генератора частоти ν = c/λ, ;ко8 буде /агал,на iнтенсивнiст,, що
вимiр8єт,с; спостерiгачем? (b) !кщо всi антени випромiн88т, / однаково8 частото8 ν, але / повнiст8
випадковими фа/ами, ;ко8 буде середн; iнтенсивнiст,, що вимiр8єт,с; спостерiгачем? (Пiдка/ка: пред-

ставити амплiтуди векторами i вивести спостереCувану iнтенсивнiст, i/ отриманої амплiтуди.)



Тема 2. Нормал;ний ро3подiл

§2.1. Ро:подiл Пуассона

Iмовiрнiст, W (n), що подi;, що характери/уєт,с; ймовiрнiст8 p, вiдбудет,с; n ра/ у N випробуванн;х,

;к було пока/ано, /адаєт,с; бiномiал,ним ро/подiлом

W (n) =
N !

n!(N − n)!
pn(1− p)N−n.

Ро/гл;немо ситуацi8, коли ймовiрнiст, p мала (p ≪ 1) i, вiдповiдно, n ≪ N . (?ауваCимо, що ;кщо N

велике, то W (n) стає дуCе малої при n → N чере/ те, що коефiцiєнт pn малий, коли p ≪ 1. ОтCе, W (n)

дiйсно помiтна лише /а n ≪ N). У такому випадку моCна /астосувати декiл,ка наблиCен,, щоб /вести
ро/подiл до бiл,ш простої форми.

Поперше, ;кщо p ≪ 1, то ln(1− p) моCна ро/класти в р;д Тейлора ;к ln(1− p) ≈ −p. ?вiдси
ln(1− p)

(N−n) ≈ −p(N − p) ≈ −Np, тобто (1− p)(N−n) ≈ e−Np
. Далi, представимо бiномiал,ний коефiцiєнт

;к N !
(N−n)! = N(N − 1)(N − 2) . . . (N − n+ 1) ≈ Nn

(;кщо n ≪ N). Таким чином, маємо:

W (n) =
N !

n!(N − n)!
pn(1− p)N−n ≈ Nn

n!
pne−Np =

λn

n!
e−λ,

де λ ≡ Np - середн; кiл,кiст, подiй. Такий ро/подiл на/иваєт,с; ро/подiлом Пуассона.

!к ми бачимо, ро/подiл Пуассона є прибли/но8 формо8 бiномiал,ного ро/подiлу дл; малоймовiрної
подiї при дуCе великiй кiл,костi повторен, експерименту. Оскiл,ки ми використовували наблиCенн;,

потрiбно перевiрити, чи /берiглос; нормуванн;. ?найдемо суму всiх моCливих /начен, ймовiрностей W (n):

N!

n=0

λn

n!
e−λ = e−λ

N!

n=0

λn

n!
= e−λeλ = 1,

де ми використали умову, що число N дуCе велике, а експоненцiйна функцi; моCе бути представлена
нескiнченим р;дом ex =

"∞
n=0

x
n

n! (суму моCна ро/ширити до не/кiнченостi, тому що ймовiрнiст, подiй,

при ;ких n > N , фактично дорiвн8є нул8).

Тепер ми моCемо обчислити першi моменти ро/подiлу Пуассона - у першу чергу, середнє та дисперсi8.

Спочатку /найдемо середнє /наченн; n:

n̄ =

N!

n=0

nλne−λ

n!
= λe−λ ∂

∂λ

N!

n=0

λn

n!
= λe−λeλ = λ.

Ми використали той самий прийом, що i дл; обчисленн; перших моментiв бiномiал,ного ро/подiлу.
Щоб /найти дисперсi8, потрiбно обчислити n2:

n2 =

N!

n=0

n2λn

n!
e−λ = e−λ

#λ∂
∂λ

$2 N!

n=0

λn

n!
= λ2 + λ,

13
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/вiдки ми /находимо дисперсi8:

(∆n)2 = n2 − n̄2 = λ2 + λ− λ2 = λ.

Таким чином, дл; ро/подiлу Пуассона i середнє n̄, i дисперсi; (∆n)2 дорiвн88т, просто λ = Np, тобто
середнiй кiл,костi потрiбних нам подiй, що характери/у8т,с; ймовiрнiст8 p. Ро/подiл Пуассона має багато
/астосуван, у рi/номанiтних фi/ичних ситуацi;х - де;кi / них ви моCете /найти в /адачах наприкiнцi цiєї
глави.

§2.2. Нормал0ний ро:подiл
Наведенi вище приклади бiномiал,ного ро/подiлу були досит, простими, щоб не надто навантаCу-

вати нашi обчисл8вал,нi /дiбностi. Але коли дослiдCуванi нами системи вкл8ча8т, реал,нi числа, /
бiномiал,ним ро/подiлом /а/вичай ваCко прац8вати: ми швидко ви;вл;ємо, що оцiнка бiномiал,ного ро/-
подiлу /а допомого8 формули Стiрлiнга стомлива, i ц; процедура не дає нi;кого реал,ного у;вленн; про
форму P (n). НаблиCенн; Пуассона, / iншого боку, справедливе лише дл; малоймовiрних подiй. Але у /а-

гал,ному випадку нас цiкавит, вивченн; флуктуацiй навколо середн,ого n, i ви;вл;єт,с;, що дл; малих
вiдхилен, вiд n̄ бiномiал,ний ро/подiл моCе бути апроксимований так /ваним нормал,ним ро/подiлом,

що такоC на/иваєт,с; наблиCенн;м Ґауса. Нормал,ний ро/подiл є бе/перервно8 функцiє8 аргумента i,

отCе, краще пiддаєт,с; обчисленн8. Далi ми ро/гл;немо, ;к виконуєт,с; це наблиCенн;.

Перша iде; - апроксимувати P (n) ро/кладанн;м у р;д Тейлора навколо n̄ по ступiн;м n− n̄. Пiдгонка
р;ду Тейлора /а набором точок еквiвалентна припасуванн8 многочлена точно по цих точках: многочлен є
статечним р;дом по n− n̄. Але бiномiал,ний ро/подiл моCе бути мати дуCе гострий пiк, i цей пiк /мушує
враховувати дуCе багато членiв р;ду Тейлора дл; /абе/печенн; гарної вiдповiдностi. Ми моCемо уникнути
цiєї необхiдностi, апроксиму8чи /а допомого8 р;ду Тейлора не сам ро/подiл P (n), а його логарифм P (n),

оскiл,ки логарифм буде мати набагато менш гострий пiк, нiC сам бiномiал,ний ро/подiл. ОтCе, ро/гл;-

немо функцi8 f(n) ≡ lnP (n), ;ку ми вваCатимемо бе/перервно8: тобто, до/волимо n приймати буд,-;ке
дiйсне /наченн;, оскiл,ки бе/перервнi функцiї /а/вичай набагато легше аналi/увати, нiC дискретнi. Тепер
ро/кладемо f(n) у р;д Тейлора навколо n̄:

f(n) = f(n̄) + f ′(n̄)(n− n̄) +
1

2
f ′′(n̄)(n− n̄)2 + . . . .

Логарифм є функцiє8, що /мiн8єт,с; повiл,но, i його моCна добре апроксiмувати параболо8, тобто
моCна вiдкинути вс8 частину р;да Тейлора пiсл; члена, що мiстит, (n− n̄)2. Таким чином, нам потрiбнi

f(n) та похiднi f ′(n̄) та f ′′(n̄). ?гадаймо, що f(n) = lnP (n), тому почнемо / бiномiал,ного ро/подiлу, ;кий
тепер /апишемо ;к

P (n) =
N !

n!(N − n)!
pn(1− p)N−n,

i вi/,мемо його логарифм, по/бува8чис, факторiалiв /а допомого8 правила Стiрлiнга:

f(n) ≈ lnN !− lnn!− ln(N − n)! + n ln p+ (N − n) ln(1− p) ≈

≈ (N + 1/2) lnN − (n+ 1/2) lnn− (N − n+ 1/2) ln(N − n)

− ln
√
2π + n ln p+ (N − n) ln(1− p).

Диференцi8ванн; по n дає

f ′(n) ≈ − lnn− 1

2n
+ ln(N − n) +

1

2(N − n)
+ ln p− ln(1− p),
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Рис. 0.0.4. Бiномiал7ний ро5подiл (стебел7частi графiки) та їх ґаусовi набли>енн2 (бе5пе-
рервнi кривi) дл2: (лiворуч) N = 6, p = 1/3, та (праворуч) N = 60, p = 1/3.

f ′′(n) ≈ − 1

n
+

1

2n2
+

1

N − n
+

1

2(N − n)2
.

У статистично цiкавих випадках, коли p не бли/,ко до 0 або 1, оцiнка функцiї та її похiдних при n = n̄

дає наступне, де ми опускаємо пiдр;дковий iндекс n у дисперсiї σ2
n
:

f(n̄) ≈ − ln
√
2πσ2, f ′(n̄) ≈ 2p− 1

2σ2
, f ′′(n̄) ≈ −1

σ2
.

Тепер пiдставим цi три елементи до р;ду Тейлора. ?найдемо, що

f(n) ≈ − ln
√
2πσ2 − 1

2σ2

%
(n− n̄)2 − (2p− 1)(n− n̄)

&
.

Оскiл,ки p не бли/,кий до 0 або 1, ми моCемо встановити 2p− 1 ≈ 0, щоб спростити вира/:

f(n) ≈ − ln
√
2πσ2 − (n− n̄)2

2σ2
.

Тепер, врахову8чи, що P (n) = ef(n), ми робимо висновок, що дл; n побли/у n̄,

P (n) ≈ 1

σ
√
2π

exp

'
−(n− n̄)2

2σ2

(
,

де n̄ = Np та σ2 = Np(1−p). Це рiвн;нн; є добре вiдомо8 ґаусово8 апроксимацiє8 бiномiал,ного ро/подiлу.
Ґаусiана дос;гає максимуму при середнiй кiл,костi частинок n. ?вiдси випливає, що при великiй

кiл,костi частинок N у кiмнатi, ви/наченн; середн,ого числа частинок n, що /’;вл;8т,с; в пiдкiмнатi

/ ймовiрнiст8 p, еквiвалентне ви/наченн8 мiсц; максимуму ро/подiлу ймовiрностi P (n).

Наскiл,ки добре ц; функцi; Ґауса вiдповiдає бiномiал,ному ро/подiлу? Ро/гл;немо такий приклад.

Нехай N - це кiл,кiст, частинок (молекул) у кiмнатi. !ко8 є ймовiрнiст, того, що одна третина / них /айме
передн8 третину кiмнати? На рис. порiвн88т,с; двi бiномiал,нi функцiї, де N = 6 i N = 60, вiдповiдно,

а p = 1/3. Дискретнi бiномiал,нi ро/подiли пока/анi у вигл;дi стебел,частих графiкiв, а їх ґаусовi апро-

ксимацiї накладенi у вигл;дi бе/перервних кривих. Припасуванн; враCає, особливо при /бiл,шеннi N .

Тепер ми помiстимо у кiмнату N = 1027 частинок, що дорiвн8є кiл,костi молекул повiтр; в реал,нiй
кiмнатi. !к i в попереднiх прикладах / N = 6, 60, 6000, нам потрiбно /найти P (n). Але N тут настiл,ки
велике, що /амiст, того, щоб обчисл8вати 1027!, ми повиннi апроксимувати бiномiал,ний ро/подiл /а
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допомого8 наблиCенн; Ґауса. Середн; кiл,кiст, частинок у переднiй третинi кiмнати дорiвн8є n = 1/3×
1027. Маємо:

P (n̄) ≈ 1

σ
√
2π

, де σ =
)
1027 × 1/3× 2/3 =

√
20/3× 1013;

i, таким чином,

P (n̄) ≈ 1√
20/3× 1013

×
√
2π ≈ 3× 10−14.

Не дивно, що шанс того, що рiвно одна третина i/ 1027 частинок /айме передн8 третину кiмнати, мi/ерний.

Але ;ко8 буде ймовiрнiст, того, що це число буде вiдрi/н;тис; вiд середн,ого бiл,ше нiC на 1%?

P (1.01n̄) =
1

σ
√
2π

exp

'
−(1.01n̄− n̄)2

2σ2

(
= P (n̄) exp

'
−(0.01n̄)2

2σ2

(

≈ 3× 10−14 × exp
*
−2.5× 1022

+
≈ 10−1022 .

Це ду4е мало: навiт, коливанн; в 1% моCна ро/гл;дати ;к такi, що нiколи не /устрiча8т,с;, i це пока/ує,
наскiл,ки гострий пiк має бiномiал,ний ро/подiл навколо свого середн,ого /наченн;. Бiл,ш реалiстично,

ми могли б /апитати про шанси на те, що кiл,кiст, частинок коливаєт,с; хоча б на 1% у бiл,шу чи
меншу сторону. Це потребує iнтегруванн;; i, доклавши бiл,ше /усил,, ми моCемо пока/ати, що вiдповiд,
буде "бли/,ка"до отриманого нами вище ре/ул,тату. Але найголовнiше, на що слiд /вернути увагу, – це
над/вичайно пiкоподiбний характер ро/подiлу щодо середн,ого /наченн; у реал,ному свiтi.

§2.3. Централ0на гранична теорема

КоCний крок випадкових блукан, характери/уєт,с; непередбачуванiст8 i моCе бути охарактери/о-

ван тiл,ки певно8 ймовiрнiст8, але ансамбл, систем, що викону8т, випадковi блуканн;, має елегантнi,

передбачуванi властивостi. Найбiл,ш корисно8 властивiст8 випадкових блукан, є централ,на гранична
теорема. Кiнцевi точки мноCини / N крокiв одновимiрних випадкових блукан, i/ середн,оквадратичним
ро/мiром кроку l ма8т, ґаусовий, або нормал,ний, ро/подiл ймовiрностi N → ∞:

ρ(x) =
1√
2πσ

exp

'
−x2

2σ2

(
,

де σ =
√
Nl. Фi/ики на/ива8т, функцi8 exp(−x2) ґаусiано8. У статистицi вiдповiдний ро/подiл

ймовiрностi (1/
√
2π) exp

*
−x2/2

+
на/иваєт,с; нормал,ним ро/подiлом.

Централ,на гранична теорема: сума багат,ох не/алеCних випадкових величин має ро/подiл
ймовiрностi, що сходит, до Гаусiвс,кого.

Iмовiрно тому статистики на/ива8т, ґауссовий ро/подiл нормал,ним, тому що /а нормал,них обставин
сума або середнє багат,ох вимiр8ван, матиме флуктуацiї, що опису8т,с; ґаусiано8.

§2.4. 3адачi до теми 2
Ро/подiл Пуассона:

!адача 2.1. Припустимо, що типографiчнi помилки, допущенi при наборi тексту, трапл;8т,с;
повнiст8 випадково. Припустимо, що книга на 600 сторiнок мiстит, 600 таких помилок. Використайте
ро/подiл Пуассона дл; обчисленн; ймовiрностi: (a) що сторiнка не мiстит, помилок; (b) що сторiнка
мiстит, щонайменше три помилки.
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!адача 2.2. Ро/гл;немо частинки, що випромiн88т,с; радiоактивним дCерелом прот;гом певного ча-

сового iнтервалу t. МоCна у;вити, що цей часовий iнтервал слiд ро/дiлити на багато невеликих iнтервалiв
довCини ∆t. Оскiл,ки α-частинки випромiн88т,с; у випадковi моменти, ймовiрнiст,, що радiоактивний
ро/пад вiдбудет,с; у буд,-;кому iнтервалi часу ∆t абсол8тно не /алеCит, вiд того, що вiдбуваєт,с; в
iншi iнтервали часу. Крiм того, моCна у;вити, що iнтервал ∆t вибран достатн,о малим, щоб ймовiрнiст,
виникненн; бiл,ше одного ро/паду /а час ∆t була дуCе мало8. Це о/начає, що iснує де;ка ймовiрнiст,
p, що один ро/пад ;дра вiдбувс; /а час ∆t (при p ≪ 1, оскiл,ки ∆t був обраний досит, малим), а 1 − p

- це ймовiрнiст,, що ро/пад /а цей iнтервал часу не вiдбувс;. КоCний такий часовий промiCок потiм
моCе ро/гл;датис; ;к не/алеCне випробуванн;, i у пiдсумку прот;гом часу t вiдбулос; N = t/∆t таких
випробуван,. (a) ПокаCiт,, що ймовiрнiст, W (n)n ро/падiв, що вiдбулис; /а час t, /адаєт,с; ро/подiлом
Пуассона. (a) Припустимо, що сила радiоактивного дCерела така, що середн; кiл,кiст, ро/падiв у хвилину
дорiвн8є 24. !ка ймовiрнiст, отриманн; n ро/падiв /а 10 секунд? Отримайте числовi /наченн; дл; всiх
цiлих /начен, n вiд 0 до 8.

!адача 2.3. Метал випарову8т, у вакуумi / гар;чої нитки. Атоми металу потрапл;8т, на кварцову
пластину на де;кiй вiдстанi один вiд одного i утвор88т, там тонку металеву плiвку. Ц; кварцова пластина
пiдтримуєт,с; при ни/,кiй температурi, так що буд,-;кий атом металу, що потрапл;є на неї, /алишаєт,с;
на мiсцi контакту бе/ подал,шої мiграцiї. МоCна вваCати, що атоми металу / однаково8 ймовiрнiст8
потрапл;8т, на буд,-;кий елемент площi пластини. !кщо ро/гл;дати елемент площi пластини ро/мiром
b2 (де b - дiаметр атома металу), покаCiт,, що кiл,кiст, атомiв металу, накопичених на цiй площi, має
ро/подiл;тис; вiдповiдно до ро/подiлу Пуассона. Припустимо, що випаровуєт,с; достатн,о металу дл;
утворенн; плiвки середн,ої товщини, що вiдповiдає 6 атомним шарам. (a) !ка частiна площi пластини
в/агалi не покрита металом? (b) !ка частина покрита металевими шарами товщино8, вiдповiдно, 3 атоми
та 6 атомiв?

Нормал,ний ро/подiл:

!адача 2.4. Монету кида8т, 400 ра/iв. ?найдiт, ймовiрнiст, отриманн; 215 орлiв.

!адача 2.5. Припустимо, що в /адачi 1.6 об’єм V такий, що 0 ≪ V/V0 ≪ 1. !ка ймовiрнiст, того, що
кiл,кiст, молекул у ц,ому об’ємi /находит,с; мiC N i N + dN?

!адача 2.6. Необхiдно прокласти набiр телефонних лiнiй, щоб /’єднати мiсто A / мiстом B. У мiстi A є
2000 телефонiв. !кщо коCному / телефонних користувачiв A гарантувати миттєвий доступ дл; /дiйсненн;
д/вiнкiв на станцi8 B, /надобит,с; 2000 телефонних лiнiй. Але це було б досит, екстравагантно i неефе-
ктивно. Припустимо, що в най/айн;тiшу годину дн; коCен абонент в A вимагає, в середн,ому, телефон-

ного /в’;/ку / B прот;гом двох хвилин, i цi телефоннi д/вiнки /дiйсн88т,с; випадковим чином. ?найдiт,
мiнiмал,ну кiл,кiст, M телефонних лiнiй, ;кi потрiбно прокласти вiд A до B таким чином, щоб у час пiк
не бiл,ше нiC 1% абонентiв мiста A не /мiг отримати негайний доступ до телефонної лiнiї до B.

<авданн= дл= Matlab:

!адача 2.7. Ро/гл;н,те частинки iдеал,ного га/у, ;кi ро/подiл;8т,с; мiC двома вiдсiками / об’ємами
VA i VB . !кщо /агал,ний об’єм V = VA + VB , ми, очевидно, маємо ймовiрнiст, P = VA/V /найти окрему
частинку у вiдсiку A, i ймовiрнiст, 1 − P /найти її у вiдсiку B. Нас цiкавит, ро/подiл ймовiрностей
/находCенн; n i/ N частинок у вiдсiку A, ;кщо вiдомо P .

(a) Напишiт, функцi8 Matlab, ;ка пiдраховує суму довiл,ного числа не/алеCних випадкових чисел
nj | j = 1, ..., N , ;кi моCут, приймати лише одне / двух /начен,: 1 або 0 (/ iмовiрнiст8 P (1) = P , P (0) =

1−P ). Напишiт, скрiпт в Matlab, ;кий викликає ц8 функцi8 T ра/iв (дл; P = 0.5) i накресл8є гiстограму
отриманої суми. Такий спосiб отриманн; ро/подiлу на/иваєт,с; методом Монте-Карло.

(b) Використову8чи вбудованi функцiї Matlab дл; бiномiал,ного i гаусового (нормал,ного) ро/подiлу.
(c) Накреслiт, бiномiал,ний i нормал,ний ро/подiл поверх ро/подiлу, отриманого /а допомого8 метода
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Монте-Карло.

(d) ?апустiт, програму Matlab, використову8чи р;д випробуван, T , що при/вод;т, до ро/умної то-

чностi ре/ул,татiв методу Монте-Карло, дл; наступних випадкiв: i) N = 10, VA = 0.5мм3
; ii) N = 30,

VA = 0.85мм3
; iii) N = 150, VA = 0.03мм3

. Прокоментуйте /году мiC теорiє8 та експериментом Монте-
Карло, а такоC точнiст, наблиCенн; ро/подiлу Гаусса. У всiх випадках /агал,ний обс;г V становит,
1мм3

.



Тема 3. Рiвновага та не3воротнi процеси

§3.1. Формула Стiрлiнга

Нашi формули дл; мноCенн; вкл8ча8т, комбiнацiї, ;кi мiст;т, факторiали. Щоб /астосувати цi

формули до великих систем, нам потрiбно вмiти оцiн8вати факторiали великих чисел. Дл; ц,ого /ручно
використовувати наблиCенн;, що на/иваєт,с; наблиCенн;м Стiрлiнга:

n! ≈ nne−n
√
2πn.

Це наблиCенн; є точним у границi n ≫ 1. Спробуєм по;снити чому. Кiл,кiст, n! є добутком n рi/них
коефiцiєнтiв, вiд 1 до n. ДуCе грубим наблиCенн;м було б /амiнити коCен / n коефiцiєнтiв у факторiалi

на n, отCе n! ≈ nn
. Це груба переоцiнка, оскiл,ки майCе коCний i/ n факторiв у n! насправдi менше нiC

n. Ви;вл;єт,с;, що в середн,ому коCен фактор менше нiC n в e ра/iв:

n! ≈
#n
e

$n

= nne−n.

Але це все ще /анадто великий фактор, прибли/но у
√
2πn. Але ;кщо n – велике число, то n! - ду4е велике

число, i часто цей коефiцiєнт
√
2πn (;кий є просто великим числом) моCна опустити. !кщо вам потрiбен

лише логарифм вiд n!, то рiвн;нн; /а/вичай достатн,о. Iнакше його моCна /аписати так:

lnn! ≈ n lnn− n.

Цiкаво перевiрити наблиCенн; Стiрлiнга на де;ких не дуCе великих числах, використову8чи кал,кул;тор
або комп’8тер. У таблицi наведенi де;кi ре/ул,тати.

!к бачите, n не обов’;/ково має бути особливо великим, щоб наблиCенн; Стiрлiнга стало корисним.

Повна форма формули Стiрлiнга досит, точна навiт, дл; n = 10, а спрощена форма досит, точна дл;
n = 100 (;кщо вам потрiбен лише логарифм).

Це проста, хоча i не дуCе точна аргументацi; у /ахист формули Стiрлiнга. Але, оскiл,ки ц; формула
така ваCлива, виведемо її ще ра/, тепер бiл,ш акуратно. Почнемо / натурал,ного логарифма n!:

lnn! = ln
%
n · (n− 1) · (n− 2) · . . . 1

&
=

= lnn+ ln(n− 1) + ln(n− 2) + . . . ln 1.

Ц8 суму логарифмiв моCна у;вити у вигл;дi площi пiд гiстограмо8 (див. мал8нок). Тепер, ;кщо n

досит, велике, площа пiд гiстограмо8 прибли/но дорiвн8є площi пiд гладко8 криво8 функцiї логарифму.
Тому,

lnn! ≈
, ∞

0

lnxdx = (x lnx− x)|n0 = n lnn− n.

Iншими словами, n! ≈ (n/e)n. Цей ре/ул,тат у/годCуєт,с; / формулой Стiрлiнга, /а вин;тком останн,ого
коефiцiєнта

√
2πn. !кщо n досит, велике, що майCе /авCди має мiсце у статистичнiй механiцi, то цей

фактор моCна опустити, i цей ре/ул,тат - все, що нам потрiбно.
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Рис. 0.0.5. Площа пiд гiстограмо8, дл2 буд7-2кого цiлого числа n, дорiвн8є lnn!. При
великих n ц2 площа мо>е бути апроксимована площе8 пiд гладко8 криво8 функцiї лога-

рифму.

Щоб вивести бiл,ш точну формулу дл; n!, моCна повторити попереднiй ро/рахунок, але ретел,нiше
пiдiбрати обмеCенн; на iнтеграл. Але ми скористаємос; /овсiм iншим методом, почина8чи / точної фор-

мули:

n! =

, ∞

0

xne−xdx.

Давайте подумаємо про пiдiнтеграл,ний вира/, xne−x
, коли n велике. Перший коефiцiєнт, xn

, дуCе швидко
/ростає ;к функцi; x, а другий коефiцiєнт, e−x

, дуCе швидко падає до нул;. Добуток є функцiє8, ;ка
спочатку /ростає, а потiм падає, ;к пока/ано на мал8нку.

МоCна легко пока/ати, що максимал,не /наченн; дос;гаєт,с; точно в точцi x = n i що висота пiку
дорiвн8є nne−n

. Нам потрiбно /найти площу пiд графiком, i щоб оцiнити ц8 площу, ми моCемо апро-

ксимувати функцi8 ;к гаусову. Щоб /найти функцi8 Гаусса, ;ка найкраще пiдходит, до точної функцiї
побли/у x = n, до/вол,те нам спочатку /аписати функцi8 у вигл;дi однiєї експоненти:

xne−x = en ln x−x.

Потiм ви/начимо y ≡ x−n, перепишемо експоненту в термiнах y i пiдготуємос; до ро/кладанн; логарифму:

n lnx− x = n ln(n+ y)− n+ y = n ln
%
n
#
1 +

y

n

$&
− n+ y =

= n lnn− n+ n ln
#
1 +

y

n

$
− y.

Побли/у вершини графiка, y набагато менше нiC n, тому ми моCемо ро/класти логарифм у р;д Тейлора:

ln
#
1 +

y

n

$
≈ y

n
− 1

2

# y

n

$2

.

Лiнiйний член скасовуєт,с; кiнцевим −y у рiвн;ннi. Пiдставл;ємо все i отримуємо:

xne−x ≈ nne−ne−y
2
/2n, with y = x− n.
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n
x

xne−x
nne−n

Gaussian
approximation

Рис. 0.0.6. Функцi2 x
n
e
−x

(суцiл7на крива) побудована дл2 n = 50. Площа пiд цiє8 кри-

во8 дорiвн8є n!. Пунктирна крива пока5ує найкращу гаусову асимптоту, площа 2кої дає
набли>енн2 Стiрлiнга до n!.

Це найкраще наблиCенн; Гаусса до точного iнтегралу в рiвн;ннi; воно пока/ано пунктирно8 криво8 на
мал8нку. Щоб отримати n!, нам потрiбно проiнтегрувати ц8 функцi8 вiд x = 0 до x = ∞. Але ми могли б
такоC почати iнтегруванн; / x = −∞, оскiл,ки при негативних /наченн;х x функцi; все одно /неваCливо
мала. Використову8чи формулу iнтегруванн;, отримуємо

n! ≈ nne−n

, +∞

−∞
e−y

2
/2ndy = nne−n

√
2πn,

вiдповiдно до формули Стiрлiнга.

§3.2. Дифу:i7 краплi чорнил у водi
У;вiт, собi бiл,;рдний стiл, на ;кий ви покладете одну кул,ку. Ви надаєте кул,цi певну початкову

швидкiст,, паралел,ну ребрам столу, так що вона рухаєт,с; вперед-на/ад на однiй лiнiї вiд одного кiнц; до
iншого. ?а вiдсутностi терт; вона буде /авCди котитис; по цiй лiнiї, ї ї рух буде простим i впор;дкованим.

Тепер додайте бiл,ше кул,, по однiй, намага8чис, органi/увати певний рух коCного ра/у, коли до-

даєт,с; нова кул;. Не/ваCа8чи на те, що вони продовCу8т, регул8ватис; /аконами Н,8тона, дiапа/он
рухiв, доступних кул;м, стає феноменал,но бiл,шим коCного ра/у, коли ми ставимо iншу кул8 на стiл.

ДуCе швидко стає /ро/умiлим, що вес, рух бiл,;рдних кул,ок фактично стає все бiл,ш i бiл,ш випадко-

вим, хоча це /овсiм не випадково. Коли ми /амiн8ємо кулi, скаCiмо, на молекули води у наповненiй ваннi,

дiапа/он рухiв, доступних молекулам, стає настiл,ки великим, що перевершує буд,-;кi тести чи теорiї,
ро/робленi математиками дл; встановленн; або навiт, ви/наченн; випадковостi.

Ергодичне припущенн= класичної механiки постул8є, що в i/ол,ованiй системi, в мiру /бiл,шенн;
кiл,костi частинок, ;кщо їх початковi умови /авCди обира8т,с; випадковими, система все / бiл,шо8
точнiст8 буде проводити рiвну кiл,кiст, часу в околицi коCної / моCливих конфiгурацiй (ро/ташуван,)
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n molecules of ink N molecules of water
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Рис. 0.0.7. Ми мо>емо порахувати помiтнi молекули чорнила i води, систематично викла-

да8чи їх в5дов> лiнiї.

частинок, ;кi допуска8т,с; /овнiшнiм обмеCенн;м фiксованої енергiї.
Сут, статистичної механiки моCна побачити в дiї, коли ми обереCно помiщаємо крапл8 чорнила у

ванну / чисто8 водо8. Повiл,но, але впевнено крапл; пошир8єт,с;. Припустимо, що ванна виготовлена /
е/отеричного матерiалу, ;кий у буд,-;кий фi/ичний спосiб i/ол8є сумiш води та чорнила вiд /овнiшн,ого
свiту. Таким чином, енергi; сумiшi вода-чорнило є фiксовано8 величино8, i тут моCе бути /астосовано
ергодичне припущенн;. Тобто, ;кщо ми почекаємо достатн,о довго, крапл; прийме буд,-;ку iншу моCливу
форму в де;кий час у вiддаленому майбутн,ому; так, врештi-решт вона перейде довiл,но бли/,ко до буд,-

;кої конфiгурацiї, ;ку ми хочемо описати. Прийде час, коли ро/повс8дCенн; чорнила у водi набуває
вигл;ду картини “Дiвчини / перлово8 сереCко8” Вермеєра, або повного тексту буд,-;кої книги, або тих
самих текстiв, але / одно8, двома чи 3005 букв догори дном, або коCної скул,птури чи картини, що
коли-небуд, було або буде /роблено.

Але / досвiду ми /наємо, що /биранн; чорнила на/ад в крапл8 або ро/пов/анн; у вигл;дi картини
Вермеєра, швидше /а все, не вiдбудет,с; найблиCчим часом: ми моCемо бути впевненi, що нiхто нiколи
не бачив, щоб крапл; чорнила спонтанно утвор8валас, у ваннi, повної сумiшi вода-чорнило. ?вичайно,

е/отеричного матерiалу, що утвор8є стiнки ванни, про ;кий ми говорили вище, просто не iснує в природi,

i тому Cодна ванна нiколи не є повнiст8 i/ол,овано8 вiд навколишн,ого середовища. Але ц; в/аємодi;
/ навколишнiм свiтом не впливає на основну iде8 про те, що лише вiдносно малу кiл,кiст, i/ /агал,ного
числа моCливих ро/ташуван, молекул вод;них чорнил моCна впi/нати ;к такi, що форму8т, буд,-;кий
/ра/ок.

ОтCе, коли молекули чорнила в/аємодi8т, i/ молекулами води i ро/порошу8т,с;, ми /адаємо наступне
питанн;: скiл,ки є способiв /мiшувати n молекул чорнил / N молекулами води, /берiга8чи при ц,ому
вi/уал,ний вигл;д чiткої краплi чорнила?

Вiдповiсти на це питанн; непросто, тому що ми повиннi чiтко усвiдомл8вати, що таке крапл;: чи
потрiбно, щоб вона мала таку C форму, що i вихiдна крапл;? Чи має вона /находитис, в тому C мiсцi?

Дл; наших цiлей достатн,о пiдрахувати /агал,ну кiл,кiст, молекул;рних конфiгурацiй, ;кi помiща8т,
крапл8 чорнила у вибране мiсце / обрано8 формо8 у ваннi, i ми будемо iгнорувати всi молекул;рнi швид-

костi. Хоча ро/ташуванн; молекул тривимiрне, ми /авCди моCемо побудувати тривимiрну сiтку у ваннi

i використовувати її дл; систематичного вiдбору молекул, а потiм викласти їх у/довC лiнiї. Припустимо,

ми /робили це дл; крапел, чорнила та молекул води таким чином, щоб всi молекули чорнила опинилис;
на лiвому кiнцi лiнiї, а молекули води ро/ташувалис, праворуч.

Припустимо такоC, що молекули чорнила i води моCна ро/рi/нити, тобто ми моCемо по/начити мо-

лекули чорнила 1, 2, . . . , n, а молекули води - 1, 2, . . . , N . Ре/ул,тат - ро/ташуванн; молекул на мал8нку.
Тодi кiл,кiст, конфiгурацiй, що нагаду8т, обрану крапл8, буде добутком факторiалiв n!N !. ?агал,на

кiл,кiст, способiв, ;кими моCна ро/класти всi молекули n+N , становит, (n+N)!. Обчислимо вiдношенн;
r /агал,ної кiл,костi моCливих конфiгурацiй молекул до кiл,костi конфiгурацiй “молекул чорнил”, коли
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n ≪ N :

r =
повна кiл,кiст, конфiгурацiй

кiл,кiст, конфiгурацiй молекул чорнил
=

(n+N)!

n!N !
=

=
(n+N)(n− 1 +N)(n− 2 +N) . . . (1 +N)N !

n!N !
≈ Nn

n!
.

Ми набли/имо n!, використову8чи формулу Стiрлiнга: n! ≈ nne−n
, обговоренн; ;кої буде трохи пi/нiше.

Тодi

r ≈ Nn

nne−n
=

#Ne

n

$n

.

Кiл,кiст, крапел, у ваннi становит, (n+N)/n = 1 +N/n, отCе

N

n
≈ об’єм ванни

об’єм краплi
=

1000мм × 600мм × 500мм
3× 3× 3мм3

≈ 1.1× 107.

!ке /наченн; має n? Припустимо, що мол;рна маса та щiл,нiст, чорнила такi C, ;к у води: скаCiмо,

18 г/мол, та 1000 кг/м3
. Потiм, пригадавши число Авогадро NA ≈ 6.022× 1023,

n = NA × кiл,кiст, молiв чорнил = NA × маса чорнил
мол;рна маса чорнил

=

= NA × об’єм краплi чорнил × щiл,нiст, чорнил
мол;рна маса чорнил

=

= 6.022× 1023 × 27мм3 × 1000 кг/м3

18 г
≈ 9.0× 1020.

Пiдстановка цих /начен, N/n та n у формулу дає

r ≈ (1.1× 107 × 2.718)9.0×1020 ≈ 106.7·10
21

.

Ми бачимо приголомшливо велику кiл,кiст, способiв ро/повс8дCенн; чорнила порiвн;но / кiл,кiст8
способiв, ;кi /алиша8т, його у формi краплi у вка/аному нами мiсцi. Число 106,7×1021

, бе/умовно, вигл;дає
великим, але ;к ми моCемо /ро/умiти його справCнiй ро/мiр?

§3.3. “Великi” та “ду(е великi” числа

!кщо ви о/вучите число 106,7·10
21

;к (прибли/но) “мiл,йон мiл,йонiв мiл,йонiв . . .” при нормал,нiй
швидкостi ро/мови, то вам доведет,с; вимовл;ти слово “мiл,йон” прот;гом наступних 30 мiл,йонiв рокiв.

!к варiант, подумайте про економi8 дес;ткової системи: коли ми представл;ємо число “один мiл,йон”

чере/ “1”, /а ;ким слiду8т, шiст, нулiв, коCен / ;ких має лише 1 см в поперечнику, довCина ц,ого р;дка
нулiв становитиме шiст, сантиметрiв — це оманливо компактна та ефективна схема представленн; iдеї
мiл,йона речей. Втiм, дл; /апису числа 106,7×1021 у цiй дес;тковiй системi нам потрiбно написати “1”, /а
;ким слiдує р;док нулiв, довCина ;кого становит, бли/,ко 7100 свiтлових рокiв. Це немислимо велике
число.

Ос, ще один спосiб /обра/ити ро/мiр числа 106,7·10
21

. Використуєм формулу Стiрлiнга, щоб /аписати
106,7·10

21

;к факторiал:

106,7·10
21

≈ (3.3× 1020)!.

Ми спробуємо /ро/умiти ро/мiр “трохи меншого” числа 1020! /а допомого8 перемiшуванн; карт. Врахо-

вуйте, що колоду / 3 карт моCна перемiшати у 3! = 6 способiв. ?вичайно, це не велика кiл,кiст, рi/них
конфiгурацiй (перестановок) i, /вичайно, вона недостатн,о велика, щоб /аписати її ;к ступiн, 10. Колоду /
4 карт моCна перемiшати у 4! = 24 способи - все ще не велике число, - але кiл,кiст, способiв, /а допомого8
;ких колода моCе бути перемiшана, швидко /ростає i/ її ро/мiром. Колоду / 10 карт моCна перетасувати
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у 10! = 3628800 способiв, i ;кщо дл; пiдрахуванн; коCної / цих конфiгурацiй нам потрiбна 1 секунда,

то ц; робота /айме шiст, тиCнiв. Пiдрахунок 11! моCливих конфiгурацiй 11 карток / тiє8 C швидкiст8
/айме рiк. Дл; 12 карток нам /надобит,с; 15 рокiв пiдрахунку, а дл; колоди / 15 карток пiдрахунок /айме
41000 рокiв.

Припустимо, що, щоб бути бiл,ш ефективними, ми /алучимо до цiєї роботи все населенн; свiту, причо-

му коCна л8дина ;кимос, магiчним чином моCе пiдрахувати один мiл,йон конфiгурацiй /а одну секунду.
Пiдрахунок моCливого ро/ташуванн; 15 карток таким способом /айме 0, 2 мiлiсекунди; 20 карток /айме
6 хвилин; 25 карток /айме 70 рокiв, а 30 карток - тис;чу мiл,йонiв рокiв. А ;к щодо справCн,ої колоди
/ 52 карт? Ро/рахунок числа моCливих конфiгурацiй таким чином вимагатиме 3, 7 × 1044 роки. !кщо
ви вi/,мете колоду карт i добре її перетасуєте, ви моCете бути впевненi, що ро/ташуванн; карт, ;ке ви
отримали, ще нiколи не /’;вл;лос, в iсторiї л8дства i бiл,ше нiколи не /’=вит,с=.

Цей мислител,ний експеримент пiдн;в нас лише до того, що ми /ро/умiли ро/мiр числа 52! - кiл,кiст,
перестановок в колодi / 52 карт. Але нас /ара/ цiкавит, набагато бiл,ше число 1020!. Кiл,кiст, часу,
необхiдного населенн8 свiту дл; пiдрахунку 1020! перестановок 1020 карт просто не/багненна.

Ми моCемо /аписати кiл,кiст, необхiдних рокiв (а це 102×1021
, або 102,000,000,000,000,000,000,000), але

реал,ного грунту ми не отримуємо; в кiнцевому пiдсумку ми намагаємос; лише вiдчути нове число (10210
21

рiк), ;ке вигл;дає так само, ;к i те, / ;кого ми починали (r ≈ 106.7×1021
). !к би ми не /аписували цi цифри,

вони такi великi, що не ма8т, нi;кого /мiсту.
?алученн; бiл,шої кiл,костi л8дей / вищими пока/никами швидкостi пiдрахунку тут не допомоCе.

Припустимо, у нас прац8є 10100 л8дей, коCна / ;ких перелiчує 10100 перестановок в секунду. Пiдрахунок
всiх перестановок дл; 1000 карт /айме у них 102360 рокiв, дл; 10 000 карток: 1035,452 роки, а дл; 1020

карток: 102×1021 рокiв, тобто те саме число, що в таблицi, але вCе в iнших одиниц;х вимiру. Врештi-решт,
ми нiчого не отримали вiд /бiл,шенн; числа л8дей i швидкостi їх роботи. Така арiфметика вигл;дає
досит, екстравагантно, але в нiй немає нiчого дивного: ;кщо

1023 + 23 = 1023,

то
1010

23

× 1023 = 10(10
23+23) = 1010

23

,

тобто це настiл,ке велике число, що одиницi вимiру вCе не ма8т, /наченн; - ;кщо це вiдстан,, то i в
нанометрах, i в свiлових роках це буде одне i те саме число.

Вище/а/начене обговоренн; передбачало, що система не мала Cодного /в’;/ку i/ /овнiшнiм свiтом. Але
насправдi така в/аємодi;, /вичайно, є /авCди: стiнки, що вiдокремл88т, систему, насправдi в/аємодi8т,
i/ навколишнiм середовищем, i таким чином ми нарештi ви;вимос, /обов’;/аними ро/гл;дати Всесвiт
;к єдине цiле. Такi мiркуванн; становл;т, частину предмету квантової космологiї, ;кий /находит,с; на
передовiй сучасної фi/ики.

§3.4. Iдентичнi та ро:рi:нCванi частинки

Частинки, ;кi ми ро/гл;дали вище, моCна було ро/рi/нити i, отCе, їх моCна було порахувати. На
вiдмiну вiд ц,ого, випадок справдi однакових частинок - це щос, iнше, тому що ;кщо справCнi однаковi

частинки скупчу8т,с; досит, щiл,но, вони повод;т,с; /овсiм iнакше, нiC ро/рi/н8вал,нi частинки. Ми
по/найомимс; с де;кими особливост;ми таких iдентичних частинок в лекцi;х по квантовим га/ам. Ча-

стинки, ;кi є iдентичними i ро/гл;да8т,с; ;к набiр, але не скупчу8т,с;, не ма8т, /агал,ноприйн;тої
на/ви. Ми будемо на/ивати їх однаковими класичними.
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!кщо у нас є 5 ро/рi/н8вал,них частинок - скаCiмо, вони пронумерованi - i ми хочемо ро/класти
їх у 5 пронумерованих контейнерiв, то це моCна /робити у 5! спосiбiв. Але ;кщо у нас є 5 однакових
класичних частинок i ми хочемо ро/подiлити їх у тi самi 5 контейнерiв, то це моCна /робити лише одним
способом. Тут вCе немає пон;тт; про моCливiст, помiн;ти мiсц;ми двi частинки: ;кщо ми намагаємос;
помiн;ти мiсц;ми двi частинки, це не при/веде до /мiни стану системи: остаточна конфiгурацi; /алишає-
т,с; не/мiнно8 по вiдношенн8 до початкової.

!кщо молекули чорнила iдентичнi мiC собо8, а молекули води iдентичнi мiC собо8, то обидвi групи,

бе/умовно, будут, iдентичними класичними частинками. У такому випадку n! перестановок n молекул
чорнила не моCна вiдокремити, i їх слiд враховувати ;к єдину конфiгурацi8; i те саме стосуєт,с; N

молекул води. Iншими словами, в наших ро/рахунках, що наведено вище, кiл,кiст, моCливих конфiгурацiй
переоцiнена в n!N ! ра/iв.

Ми робимо висновок, що кiл,кiст, молекул;рних компо/ицiй, в ;ких чорнило моCе утворити крапл8,

або картину “Дiвчина / перлово8 сереCко8”, або щос, iнше, дорiвн8є не n!N !, а просто 1: iснує лише один
спосiб, ;ким моCе iснувати дана конфiгурацi;, ;кщо всi ї ї частинки iдентичнi.

?вичайно, ц; iде; надмiрного /арахуванн; на /агал,ний коефiцiєнт n!N ! такоC стосуєт,с; випадку,
коли однаковi класичнi частинки вCе ро/сi;нi. Там теC ми повиннi ро/дiлити число (n + N)! вiдмiнних
конфiгурацiй на n!N !, щоб отримати кiл,кiст, конфiгурацiй однакових класичних частинок.

Таким чином, дл; молекул, що ро/рi/н88т,с;, маємо:

повна кiл,кiст, конфiгурацiй = (n+N)!

кiл,кiст, конфiгурацiй молекул чорнил = n!N !.

Дл; iдентичних частинок ми маємо

повна кiл,кiст, конфiгурацiй = (n+N)!/(n!N !)

кiл,кiст, конфiгурацiй молекул чорнил = 1.

Таким чином, дл; обох випадкiв шуканий коефiцiєнт становит,

r =
повна кiл,кiст, конфiгурацiй

кiл,кiст, конфiгурацiй молекул чорнил
=

(n+N)!

n!N !
= 106.7·10

21

,

тобто, вiдношенн; /агал,ної кiл,костi конфiгурацiй до кiл,кiст, конфiгурацiй молекул краплi чорнил
/алишаєт,с; не/мiнним.

§3.5. 3адачi до теми 3
Мiкростани i макростани:

!адача 3.1. Припустимо, що ви перегортаєте чотири чесних монети. Дл; коCної монети будемо по-

/начати стан гербом угору, тобто “орел”, ;к H (head), а стан гербом уни/, тобто “решку”, ;к T (tail).

(a) Складiт, перелiк усiх моCливих ре/ул,татiв i /апишiт, їх у таблиц8.

(b) Складiт, перелiк усiх моCливих "макростанiв"та їх ймовiрностей.

(c) Обчислiт, кратнiст, коCного макростану /а допомого8 комбiнаторики, i перевiрте, чи вiдповiда8т,
цi ре/ул,тати ре/ул,татам пiдрахунку “грубої сили”.

!адача 3.2. Припустимо, що ви перегортаєте 20 однакових монет.
(a) Скiл,ки є моCливих ре/ул,татiв (мiкростанiв)?
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(b)!ка ймовiрнiст, отриманн; послiдовностi HTHHTTTHTHHHTHHTHHTHT (саме в такому пор;д-

ку)?

(c) !ка ймовiрнiст, отримати 12 орлiв та 8 решок (у буд,-;кiй послiдовностi)?

!адача 3.3. Припустимо, що ви перегортаєте 50 однакових монет.
(a) Скiл,ки є моCливих ре/ул,татiв (мiкростанiв)?

(b) Скiл,ки є способiв отримати рiвно 25 орлiв та 25 решок?

(c) !ка ймовiрнiст, отримати рiвно 25 орлiв та 25 решок?

(d) !ка ймовiрнiст, отримати рiвно 30 орлiв та 20 решок?

(e) !ка ймовiрнiст, отримати рiвно 40 орлiв та 10 решок?

(f) !ка ймовiрнiст, отримати 50 орлiв i вiдсутнiст, решок?

(g) Накреслiт, графiк ймовiрностi отриманн; n орлiв ;к функцiї n.

!адача 3.4. Ро/гл;немо систему i/ тр,ох нерухомих частинок, коCна / ;ких має спiн 1/2, i коCен
спiн моCе вка/увати або “угору”, або “уни/” (тобто, в/довC або навпроти напр;мку, вибраного ;к вiс,
z). КоCна частинка має магнiтний момент µ у/довC осi z, коли вiн спр;мований угору, i −µ, коли вiн
спр;мований уни/. Система ро/мiщена у /овнiшн,ому магнiтному полi H, що спр;моване в/довC цiєї
осi z. Стан i-й частинки моCе бути /аданий її магнiтним квантовим числом mi, ;ке моCе приймати два
/наченн; mi = ±1/2. Стан всiєї системи /аданий, ;кщо /аданi /наченн; тр,ох квантових чисел m1,m2,m3.

Частинка має енергi8 −µH, коли її спiн спр;мований угору, та енергi8 µH, коли її спiн спр;мований уни/.
(a) Випишiт, у вигл;дi таблицi всi моCливi стани системи. Дл; коCного такого мiкростану вкаCiт,

/агал,ний магнiтний момент i /агал,ну енергi8, ;кi характери/у8т, систему в цiлому. (?адл; скороченн;
/апису m = 1/2 моCна по/начати просто ;к “+”, а m = −1/2 - ;к “−”).

(b) Припустимо, що /агал,на енергi; системи вiдома i дорiвн8є −µH. !кщо це єдина доступна нам
iнформацi;, то в ;кому i/ своїх мiкростанiв i / ;ко8 ймовiрнiст8 моCе перебувати система?

Математичнi вправи:

!адача 3.5. Використовуйте кишен,ковий кал,кул;тор, щоб перевiрити точнiст, наблиCенн;
Стiрлiнга дл; N = 50. ТакоC перевiрте точнiст, формули lnN ! ≈ N lnN −N .

!адача 3.6. Припустимо, що ви перегортаєте 1000 монет.
(a) !ка ймовiрнiст, отримати рiвно 500 орлiв та 500 решок? (Пiдка/ка: cпочатку /апишiт, формулу

дл; /агал,ної кiл,костi моCливих ре/ул,татiв, а потiм, щоб ви/начити “кратнiст,"макростану 500-500,

використовуйте наблиCенн; Стiрлiнга. !кщо у вас є просунутий кал,кул;тор, ;кий робит, додаткове
наблиCенн; Стiрлiнга непотрiбним, помноCте всi числа в цiй /адачi на 10, 100 або 1000, поки не стане
необхiдним наблиCенн; Стiрлiнга.)

(b) !ка ймовiрнiст, отримати рiвно 600 орлiв та 400 решок?

!адача 3.7. Функцi; натурал,ного логарифму ln ви/начаєт,с; так, що eln x = x дл; буд,-;кого дода-

тного числа x.

(a) Накреслiт, графiк функцiї натурал,ного логарифму;

(b) Доведiт, тотоCностi ln ab = ln a+ ln b та ln ab = b ln a;

(с) Доведiт,, що
d

dx
lnx = 1/x;

(d) Виведiт, корисне наблиCенн; ln(1 + x) ≈ x, що дiйсне при |x| ≪ 1. Використовуйте кал,кул;тор
дл; перевiрки точностi ц,ого наблиCенн; дл; x = 0.1 та x = 0.01.

!адача 3.8.

(a) Спростiт, вира/ ea ln b
(тобто, /апишiт, цей вира/ бе/ використанн; логарифмiв);

(b) Припустимо, що b ≪ a. Доведiт,, що ln(a+ b) ≈ (ln a) + (b/a) (пiдка/ка: /астосуйте наблиCенн; i/
пункта (d) попередн,ого /авданн;);

(c) ?апишiт, число e10
23

у формi 10x, дл; де;кого x.



Тема 4. Модел; Ейнштейна

§4.1. Модел0 твердого тiла Ейнштейна

Тепер ми перейдемо до системи, ;ка є дещо складнiшо8, але бiл,ш репре/ентативно8 щодо систем, ;кi

/а/вичай /устрiча8т,с; у фi/ицi. Ро/гл;немо набор мiкроскопiчних систем, коCна / ;ких моCе /берiгати
буд,-;ку кiл,кiст, енергетичних “одиниц,” однакових ро/мiрiв. Одиницi енергiї однакового ро/мiру ма8т,
мiсце дл; буд,-;кого квантово-механiчного гармонiчного осцил;тора, функцi; потенцiйної енергiї ;кого
має вигл;д (1/2)ksx

2
, (де ks - “постiйна пруCини”). Тодi ро/мiр енергетичних одиниц, становит, hf , де h

- постiйна Планка (h = 6, 63× 10−34 ДC·с), а f - власна частота осцил;тора, f = (1/2π)
)
ks/m.

Рис. 0.0.8. У моделi Ейнштейна тверде тiло у2вл2єт7с2 2к набiр нев5аємодi8чих квантових
осцил2торiв.

Абстрактний спосiб /обраCенн; колекцiї багат,ох таких осцил;торiв пока/аний на мал8нку.
У квантовiй механiцi буд,-;ка система / квадратично8 функцiє8 потенцiйної енергiї має рiвномiрно

ро/ташованi рiвнi енергiї, ро/дiленi в енергiї hf , де f - класична частота коливан,. Тверде тiло в моделi

Ейнштейна - це сукупнiст, N таких осцил;торiв / однаково8 частото8 f .

Приклади квантових осцил;торiв вкл8ча8т, коливал,нi рухи двоатомних i багатоатомних молекул
га/у. Але ще бiл,ш поширеним прикладом є коливанн; атомiв у твердому тiлi (див. рисунок). У три-

вимiрному твердому тiлi коCен атом моCе коливатис; в тр,ох не/алеCних напр;мках, тому, ;кщо є N

27
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Рис. 0.0.9. Фi5ична модел7 Ейнштейна кристалiчного твердого тiла: ко>ен атом схо>ий
на кул8, що 5’єднана 5 сусiдами пру>инами. У тр7ох вимiрах є шiст7 ступенiв свободи на
атом: три вiд кiнетичної енергiї та три вiд потенцiйної енергiї, що 5берiгаєт7с2 у пру>инах.

Рис. 0.0.10. Графiчне 5обра>енн2 мiкростану твердого тiла Ейнштейна.

осцил;торiв, то у нас лише N/3 атомiв. Модел, твердого тiла ;к сукупностi однакових осцил;торiв /
квантованими енергетичними одиниц;ми вперше була /апропонована Ал,бертом Ейнштейном в 1907 роцi,

тому ми будемо на/ивати ц8 систему твердим тiлом Ейнштейна.

Почнемо / дуCе мален,кого твердого тiла Ейнштейна, що мiстит, лише три осцил;тори: N = 3.

У таблицi перерахованi рi/нi мiкростани, ;кi ц; система могла мати, в пор;дку /бiл,шенн; /агал,ної
енергiї; коCен р;док у таблицi вiдповiдає рi/ному мiкростану.

Почнемо / дуCе мален,кого твердого тiла Ейнштейна, що мiстит, лише три осцил;тори: N = 3.

У таблицi перерахованi рi/нi мiкростани, в ;ких ц; система могла /находитис;, у пор;дку /бiл,шенн;
/агал,ної енергiї; коCен р;док у таблицi вiдповiдає окремому мiкростану.

Iснує лише один мiкростан i/ /агал,но8 енергiє8 0, три мiкростани / однiє8 одинице8 енергiї, шiст,
мiкростанiв / двома та дес;т, / тр,ома одиниц;ми енергiї. Тобто,

Ω(0) = 1, Ω(1) = 3, Ω(2) = 6, Ω(3) = 10.

?агал,на формула кратностi макростанiв твердого тiла Ейнштейна / N осцил;торами та q одиниц;ми
енергiї:

Ω(N, q) =

-
q +N − 1

q

.
=

(q +N − 1)!

q!(N − 1)!
.

Перевiрте ц8 формулу дл; щойно поданих прикладiв. Щоб аргументовати її /астосовнiст,, /ручно
використовувати таке графiчне /обраCенн; мiкростану твердого тiла Ейнштейна:

Крапко8 ми /обраCаєм коCну енергетичну одиниц8, а вертикал,на лiнi; вiдокремл8є один осцил;тор
вiд iншого. ОтCе, у твердому тiлi / чотирма осцил;торами /адана на рисунку послiдовнiст, представл;є
мiкростан, в ;кому перший осцил;тор має одну одиниц8 енергiї, другий - три, третiй - Cодної, а четвертий
- чотири. ?вернiт, увагу, що буд,-;кий мiкростан моCе бути одно/начно представлений таким чином, i

що буд,-;ка моCлива послiдовнiст, точок та лiнiй вiдповiдає ;комус, мiкростану. ?авCди є q крапок та
N − 1 лiнiй - /агалом (q + N − 1) символiв. Дл; /аданих q та N , кiл,кiст, моCливих перестановок - це
лише кiл,кiст, способiв вибору q символiв, ;кi ма8т, бути крапками, тобто (q+N−1)!

q!(N−1)! .
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§4.2. Двi системи в тепловому контактi
Тепер ми /наємо, ;к пiдрахувати мiкростани твердого тiла Ейнштейна. Однак, щоб /ро/умiти тепловий

потiк i не/воротнi процеси, нам потрiбно ро/гл;нути систему i/ двох твердих тiл Ейнштейна, ;кi моCут,
обмiн8ватис; енергiє8. Ми будемо на/ивати цi два твердих тiла A i B.

Спочатку нам потрiбно чiтко /ро/умiти, що маєт,с; на ува/i пiд “макростаном” такої об’єднаної систе-
ми. Дл; простоти припуститимо, що обидва твердих тiла слабо /в’;/анi, тому обмiн енергiє8 мiC ними
вiдбуваєт,с; набагато повiл,нiше, нiC обмiн енергiє8 мiC атомами всерединi коCного окремого твердого
тiла. Тодi окремi енергiї твердих тiл, UA та UB , /мiн8ватимут,с; повiл,но; на досит, коротких часових
шкалах вони по сутi моCут, ро/гл;датис; ;к не/мiннi.

Ми будемо використовувати слово "макростан"дл; по/наченн; стану об’єднаної системи, ;кий /адає-
т,с; (тимчасово) не/мiнними /наченн;ми UA та UB .

Дл; буд,-;кого такого макростану ми моCемо обчислити його кратнiст,, ;к ми скоро побачимо. Однак
на бiл,ш тривалих часових шкалах /наченн; UA та UB /мiн8ватимут,с;, тому ми такоC поговоримо про
/агал,ну кратнiст, дл; всiх до/волених /начен, UA та UB , врахову8чи всi моCливi мiкростани, коли лише
сума Utotal = UA + UB є не/мiнно8.

Solid A
NA, qA

Solid B
NB , qB

Energy

Рис. 0.0.11. Два твердих тiла Ейнштейна A i B, 2кi мо>ут7 обмiн8ватис2 енергiє8 мi>
собо8, i5ол7ованi вiд решти Всесвiту.

Почнемо / дуCе мален,кої системи, в ;кiй коCне / “твердих тiл” мiстит, лише три гармонiчнi осци-

л;тори, i ра/ом вони мiст;т, шiст, одиниц, енергiї:

NA = NB = 3; qtotal = qA + qB = 6.

(?нову C ми використовуєм q дл; по/наченн; кiл,костi одиниц, енергiї. Фактичне /наченн; енергiї U =

qhf).

Врахову8чи цi параметри, нам все одно потрiбно вка/ати такоC iндивiдуал,не /наченн; qA або qB

дл; опису макростану системи. Iснує сiм моCливих макростанiв / qA = 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ;к /а/начено на
рисунку.

Ми використали стандартну формулу дл; обчисленн; окремих кратностей ΩA та ΩB дл; коCного
макростану. ?агал,на кратнiст, буд,-;кого макростану, Ωtotal, є добутком ΩA та ΩB , оскiл,ки системи
не/алеCнi одна вiд одної: дл; коCного / ΩA мiкростанiв, доступних дл; твердого тiла A, є ΩB мiкростанiв,

доступних дл; твердого тiла B. ?агал,на кратнiст, такоC наведена в гiстограмi. На великих часових
шкалах кiл,кiст, мiкростанiв, доступних системi, становит, 462, сума останн,ого стовпц; в таблицi. Це
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qA ΩA qB ΩB Ωtotal = ΩAΩB

0 1 6 28 28
1 3 5 21 63
2 6 4 15 90
3 10 3 10 100
4 15 2 6 90
5 21 1 3 63
6 28 0 1 28

462 = 6+6−1
6

0
qA

Ω
to

ta
l

20

1 2 3 4 5 6

40

60

80

100

Рис. 0.0.12. Два в5аємодi8чих твердих тiла Ейнштейна 5 NA = NB = 3 та qtotal = qA+qB = 6.

число такоC моCна перевiрити, /астосувавши стандартну формулу до всiєї системи, що складаєт,с; /
шости осцил;торiв i шости одиниц, енергiї.

Припустимо, що /а тривалий час енергi; ро/ташовуєт,с; мiC осцил;торами таким чином, що всi
462 мiкростани є однаково вiрогiдними. ОтCе, ;кщо ви погл;нете на систему в буд,-;кий момент, ви
/ однаково8 ймовiрнiст8 /найдете її в буд,-;кому / цих 462 мiкростанiв. Це припущенн; на/иваєт,с;
основним припущенн;м статистичної механiки:

В i/ол,ованiй системi в тепловiй рiвнова/i всi доступнi мiкростани однаково ймовiрнi.

Це припущенн; немоCливо довести, хоча воно має /даватис; правдоподiбним. На мiкроскопiчному
рiвнi ми очiкуємо, що буд,-;кий процес, ;кий переводив би систему вiд стану X до стану Y , є оборотним,

отCе система моCе так само легко переходити вiд стану Y до стану X. У такому випадку буд,-;кий один
стан системи не повинен мати переваг над буд,-;ким iншим.

Тим не менш, не очевидно, що до всiх нiбито “доступних” мiкростанiв насправдi моCна дiстатис; /а
ро/умний промiCок часу. Насправдi, не/абаром ми побачимо, що дл; великої (макроскопiчної) системи
кiл,кiст, «доступних» мiкростанiв /а/вичай настiл,ки величе/на, що прот;гом вс,ого часу її iснуванн;
система моCе побувати лише в не/начнiй їх частцi. Насправдi ми припускаємо, що мiкростани, в ;ких
система опин;лас; прот;гом реалiстично довгого iнтервалу часу, становл;т, репре/ентативну вибiрку. Ми
припускаємо такоC, що переходи мiC мiкростанами є “випадковими”, в тому сенсi, що вони не ма8т,
правила, про ;ке ми могли б пiклуватис;.

МоCут, iснувати цiлi класи станiв, ;кi в/агалi недоступнi, моCливо тому, що вони ма8т, неправил,ну
/агал,ну енергi8. ТакоC моCут, iснувати класи станiв, ;кi будут, доступнi лише чере/ час, набагато
довший, нiC ми готовi чекати. Пон;тт; “доступний”, ;к i пон;тт; “макростан”, /алеCит, вiд часового
масштабу, що ро/гл;даєт,с;. У випадку твердих тiл Ейнштейна ми припускаємо, що всi мiкростани /
дано8 енергiє8 є доступними.

!кщо ми посилаємос, на фундаментал,не припущенн; дл; нашої системи i/ двох малих твердих тiл
Ейнштейна, ми моCемо одра/у /робити висновок, що, хоча всi 462 мiкростани однаково ймовiрнi, де-
;кi макростани є бiл,ш вiрогiдними, нiC iншi. Шанс /найти систему в четвертому макростанi (/ тр,ома
енергетичними одиниц;ми в коCному твердому тiлi) дорiвн8є 100/462, тодi ;к шанс /найти її в першо-

му макростанi (коли вс; енергi; системи ро/ташована у твердому тiлi B) становит, лише 28/462. !кщо
спочатку вс; енергi; /находит,с; у твердому тiлi B i ми почекаємо де;кий час, то, швидше /а все, ми
/найдемо, що енергi8 ро/подiлена бiл,ш рiвномiрно.
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Рис. 0.0.13. Макростани i кратнiст7 системи i5 двох твердих тiл Ейнштейна 5 300 i 200

осцил2торами вiдповiдно, 2кi ма8т7 5агалом 100 одиниц7 енергiї.

Навiт, дл; цiєї дуCе мален,кої системи / лише кiл,кома осцил;торами та енергетичними одиниц;-

ми, обчисленн; всiх ймовiрностей є трохи клопотним. Було б не дуCе легко робити дл; системи i/ сотнi

осцил;торiв та енергетичних одиниц,. На щаст;, не ваCко це автомати/увати, доручити комп’8теру ро-

бити арифметичнi операцiї. Використову8чи Matlab або iнше подiбне програмне /абе/печенн;, ви моCете
вiдтворити наведенi дл; цiєї системи таблиц8 i графiк бе/ особливих труднощiв.

На рисунку ниCче наведено комп’8терну таблиц8 та графiк дл; системи, що складаєт,с; / двох
твердих тiл Ейнштейна /

NA = 300, NB = 200; qtotal = 100.

Тепер у нас є 101 моCливий макростан, / ;ких лише декiл,ка пока/анi в таблицi. Подивiт,с; на
кратнiст,: навiт, найменш вiрогiдний макростан, в ;кому вс; енергi; ро/ташована у твердому тiлi B, має
кратнiст, 3 × 1081. Найiмовiрнiший макростан / qA = 60 має кратнiст, 7 × 10114. Але ваCливим тут є не
те, що вони великi, а те, що їх спiввiдношенн; велике: найiмовiрнiший макростан бiл,ш нiC у 1033 ра/iв
вiрогiднiший, нiC найменш вiрогiдний макростан.

Давайте ро/гл;немо цей приклад трохи детал,нiше. ?агал,на кiл,кiст, мiкростанiв дл; всiх макро-

станiв становит, 9×10115, тому ймовiрнiст, /найти систему в її найбiл,ш iмовiрному макростанi не особли-

во велика: бли/,ко 7%. Є кiл,ка iнших макростанiв, / qA трохи меншими або бiл,шими /а 60, iмовiрнiст,
;ких майCе така C. Але ;кщо /наченн; qA вiддал;єт,с; вiд 60, ймовiрнiст, вiдповiдного стану дуCе рi/ко
падає. Iмовiрнiст, ви;вити qA меншим /а 30 або бiл,шим /а 90 - менше одного на мiл,йон, а ймовiрнiст,
/найти систему в мiкростанi / qA < 10 буде меншо8 нiC 10−20

.

Час iснуванн; Всесвiту - менше 1018 секунд, тому вам потрiбно було б перевiр;ти ц8 систему сто ра/iв
щосекунди прот;гом ус,ого часу iснуванн; Всесвiту, перш нiC ви мали б шанс коли-небуд, /найти її у
станi / qA < 10. I /ро/умiло, що ви нiколи не /найдете її у станi / qA = 0.

Припустимо, однак, що ц; система спочатку перебуває у станi / qA, набагато меншим /а 60; моCливо,

вс; енергi; в начал,ний момент ро/ташована у твердому тiлi B. !кщо ви почекаєте де;кий час, поки
енергi; переро/подiлит,с; мiC системами, то перевiривши ще ра/, ви моCете бути бiл,ш-менш впевненi,

що енергi; перетiкала / B в A.

Ц; система демонструє не/воротну поведiнку: енергi; спонтанно перетiкає вiд B к A, але нiколи (крiм
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N , q ≈ few hundred N , q ≈ few thousand
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Рис. 0.0.14. Типовi графiки кратностi дл2 двох в5аємодi8чих твердих тiл Ейнштейна, що
мiст2т7 кiл7ка сотен7 осцил2торiв та одиниц7 енергiї (лiворуч) i кiл7ка тис2ч (праворуч).

Hi 5бiл7шенн2м ро5мiру системи пiк стає ду>е ву57ким вiдносно повної гори5онтал7ної
шкали. При N ∼ q ∼ 1020 пiк стає 5анадто рi5кий, щоб його мо>на було побачити.

невеликих флуктуацiй навколо qA = 60) вiд A до B. Очевидно, що ми ви;вили фi/ичне по;сненн; потоку
тепла: це iмовiрнiсне ;вище.

Ми такоC натрапили на новий /акон фi/ики: стихiйний потiк енергiї /упин;єт,с;, коли система /на-

ходит,с; дуCе бли/,ко до найiмовiрнiшого макростану, тобто до макростану / найбiл,шо8 кратнiст8.

Цей “/акон /бiл,шенн; кратностi” є однiє8 / версiй вiдомого другого )акону термодинамiки. Однак
/ауваCте, що це /овсiм не фундаментал,ний /акон - це просто дуCе сил,не твердCенн; про ймовiрностi.

Щоб /робити твердCенн; сил,нiшим i, в цiлому, бути бiл,ш реалiстичними, нам дiйсно слiд ро/гл;-

нути системи, в ;ких число частинок складає не дес;тки або сотнi, а щос, на кшалт 1023. На Cал,,

навiт, комп’8тер не моCе ро/рахувати кiл,кiст, способiв ро/ташуванн; 1023 одиниц, енергiї серед 1023

осцил;торiв. Але, на щаст;, ми моCемо /робити кiл,ка /ручних наблиCен,, щоб вирiшити ц8 проблему
аналiтично. Про це йдет,с; в наступному ро/дiлi.

§4.3. Великi системи

I/ попередн,ого ми бачили, що дл; системи / двох в/аємодi8чих твердих тiл Ейнштейна, коCна i/ со-

тне8 або бли/,ко того осцил;торiв, певнi макростани є набагато бiл,ш iмовiрними, нiC iншi. Однак /начна
частка макростанiв, прибли/но 20%, все ще була досит, вiрогiдно8. Далi ми ро/гл;немо, що вiдбуваєт,с;,

коли система набагато бiл,ша, так що коCне тверде тiло мiстит,, скаCiмо, 1020 осцил;торiв, або бiл,ше.
Однак, щоб проаналi/увати такi великi системи, ми повиннi спочатку /робити вiдступ до математики дуCе
великих чисел.

Використову8чи наблиCенн; Стiрлiнга, оцiнимо кратнiст, твердого тiла Ейнштейна, що мiстит, ве-
лику кiл,кiст, осцил;торiв та енергетичних одиниц,. ?амiст, того, щоб /робити це в /агал,ному випадку,
ми ро/гл;немо лише випадок q ≫ N , коли одиниц, енергiї набагато бiл,ше, нiC осцил;торiв (границ;
“високої температури”).

Почнемо / точної формули:

Ω(N, q) =

-
q +N − 1

q

.
=

(q +N − 1)!

q!(N − 1)!
≈ (q +N)!

q!N !
.

Ми /робили наблиCенн;, тому що рi/ниц; мiC N ! i (N−1)! є лише великим числом (N), що є не/начним
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вiдносно ду4е великого чиcла Ω. Тепер ми вi/,мемо натурал,ний логарифм вiд Ω i /астосуємо наблиCенн;
Стiрлiнга:

lnΩ = ln
# (q +N)!

q!N !

$
= ln(q +N)!− ln q!− lnN !

≈ (q +N) ln(q +N)− (q +N)− q ln q + q −N lnN +N

= (q +N) ln(q +N)− q ln q −N lnN.

Поки що ми враховували лише те, що i q, i N - великi числа. Тепер використаєм припущенн;, що
q ≫ N - це до/волит, нам спростити перший логарифм:

ln(q +N) = ln
%
q
#
1 +

N

q

$&
= ln q + ln

#
1 +

N

q

$
≈ ln q +

N

q
.

Останнiй крок випливає / ро/кладанн; Тейлора логарифму, ln (1 + x) ≈ x дл; |x| ≪ 1. Використуву8чи
цей ре/ул,тат у рiвн;ннi дл; lnΩ та скасову8чи доданки q ln q, отримаємо:

lnΩ ≈ N ln
q

N
+N +

N2

q
.

Останнiй доданок у границi q ≫ N стає не/начним порiвн;но / iншими. Експоненцi8ванн; перших двох
доданкiв дає:

Ω(N, q) ≈ eN ln q
N eN =

#eq
N

$N

(коли q ≪ N).

Отримана формула приємна i проста. Але в ступенi - велике число, тому Ω - дуCе велике число, ;к
ми вCе /наємо.

Нарештi, ми готовi повернутис; до проблеми, порушеної на початку ц,ого ро/дiлу: наскiл,ки гострим
є пiк функцiї кратностi дл; двох великих в/аємодi8чих твердих тiл Ейнштейна?

Дл; простоти, припустимо, що коCне / твердих тiл має N осцил;торiв. Ми будемо по/начати /агал,ну
кiл,кiст, одиниц, енергiї просто q дл; стислостi, i будемо вваCати, що q ≫ N , що дає нам моCливiст,
використовувати отриману вище формулу. Тодi кратнiст, об’єднаної системи дл; буд,-;кого /аданого
макростану становит,

Ω(N, q) =
#eqA

N

$N#eqB
N

$N

=
# e

N

$2N

(qAqB)
N ,

де qA i qB - це кiл,кiст, енергетичних одиниц, у твердих тiлах A i B, вiдповiдно. (?вернiт, увагу, що
qA + qB = q).

!кщо побудувати графiк Ω(qA), вiн матиме дуCе рi/кий пiк при qA = q/2, де енергi; ро/подiл;єт,с;
мiC твердими тiлами порiвну. Висота цiєї вершини дуCе велика:

Ωmax =
# e

N

$2N#q
2

$2N

.

Щоб дi/натис;, ;к вигл;дає графiк побли/у ц,ого пiку, по/начимо вiдхиленн; вiд найбiл,ш ймовiрного
стану ;к x:

qA =
q

2
+ x, qB =

q

2
− x,

де x моCе бути буд,-;ким числом, набагато меншим /а q (але, моCливо, все ще досит, великим). Отри-

маємо дл; Ω такий вира/:

Ω =
# e

N

$2N%#q
2

$2

− x2
&N

.

Щоб спростити вира/ в дуCках, вi/,мемо вiд н,ого логарифм:

ln
%#q

2

$2

− x2
&N

= N ln
%#q

2

$2

− x2
&
= N ln

%#q
2

$2#
1−

#2x
q

$2$&
=
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Ωmax

q/2

Width = q/
√

N
Full scale ≈ 105 km

qA

Рис. 0.0.15. Кратнiст7 системи двох великих твердих тiл Ейнштейна 5 велико8 кiл7кiст8
одиниц7 енергiї на осцил2тор (ме>а високої температури). Пока5ана лише крихiтна частка
повної гори5онтал7ної шкали.

= N
%
ln
#q
2

$2

+ ln
#
1−

#2x
q

$2$&
≈ N

%
ln
#q
2

$2

−
#2x

q

$2&
.

Остаточно отримаємо наступний вира/:

Ω =
# e

N

$2N

eN ln(q/2)2e−N(2x/q)2 = Ωmax · e−N(2x/q)2 .

Функцi; цiєї форми на/иваєт,с; гауссово8; вона має пiк при x = 0 i рi/ке падiнн; / обох бокiв, ;к
пока/ано на рисунку.

Кратнiст, падає до 1/e вiд її максимал,ного /наченн;, коли

N
#2x

q

$2

= 1 або x =
q

2
√
N

.

Це насправдi досит, велике число. Але ;кщо N = 1020, це лише одна частина / дес;ти мiл,;рдiв вiд
ус,ого масштабу графiка! На масштабi, використаному на мал8нку, де ширина пiку становит, бли/,ко
1 см, повний масштаб графiка ро/т;гнутис; би на 1010 см, або 100000 км - це бiл,ше, нiC двi довCини
екватора ?емлi. А бiл; кра8 сторiнки, де x лише у дес;т, ра/iв бiл,ший /а 1/2

√
N , кратнiст, становит,

менше нiC e−100 ≈ 10−44 ї ї максимал,ного /наченн;.

Цей ре/ул,тат говорит, нам, що коли два великих твердих тiла Ейнштейна /наход;т,с; мiC собо8 в
тепловiй рiвнова/i, буд,-;кi випадковi вiдхиленн; вiд найбiл,ш вiрогiдного макростану будут, абсол8тно
не/мiр;ними. Дл; вимiр8ванн; таких вiдхилен, нам довелос; б вимiр8вати енергi8 / точнiст8 до дес;ти
/начущих цифр. !к тiл,ки система встигає прийти до теплової рiвноваги, щоб усi мiкростани були однаково
вiрогiдними, ми моCемо бути впевненi, що вона перебуває у своємо найiмовiрнiшому макростанi. Границ;,

коли система стає нескiнченно велико8, так що вiдхиленн; вiд найбiл,ш вiрогiдного макростану нiколи
не виника8т,, на/иваєт,с; термодинамiчно0 границе0.

§4.4. 3акон :ростанн7 ентропiї
Тепер ми переконалис;, що дл; рi/них систем частки та енергi; ма8т, тенденцi8 перебудовуватис,

доти, доки кратнiст, не дос;гне свого максимал,ного /наченн; (або дуCе бли/,кого до н,ого). Насправдi

цей висновок, схоCе, вiрний дл; буд,-;кої системи, /а умови, що вона мiстит, достатн,о частинок i одиниц,
енергiї дл; /астосуванн; статистики дуCе великих чисел:
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Буд,-=ка велика система, що /находит,с= в рiвнова/i, буде перебувати в макростанi /

найбiл,шоE кратнiстE (=кщо не враховувати флуктуацiї, =кi /а/вичай є /анадто малими

дл= вимiру).

Не/ваCа8чи на те, що цей /акон не є “фундаментал,ним” (оскiл,ки ми, по сутi, вивели його, ро/гл;да-

8чи ймовiрностi), / ц,ого моменту ми будемо ро/гл;дати його ;к фундаментал,ний. !кщо ви пам’;таєте,
що потрiбно шукати макростан / найбiл,шо8 кратнiст8, ви моCете /абути про обчисленн; фактичних
ймовiрностей.

Оскiл,ки кратностi, ;к правило, є дуCе великими числами, / ;кими дуCе громi/дко прац8вати,

/ручнiше прац8вати / натурал,ним логарифмом кратностi, а не / само8 кратнiст8. ? iсторичних причин
ми такоC мноCитимемо логарiфм вiд кратностi на постiйну Бол,цмана. Отримана таким чином величина
на/иваєт,с; ентропiє8. Це одне / найбiл,ш вiдомих ви/начен, ентропiї (але не єдине), що було /апропо-

новане Л8двiгом Бол,цманом:

S ≡ kB lnΩ. (0.0.1)

Iнакше каCучи, ентропi; - це логарифм числа способiв ро/ташуванн; енергiї у системi (помноCений на
постiйну Бол,цмана). Логарифм перетвор8є “дуCе велике число” - кратнiст, - у /вичайне “велике число”.

!кщо ви хочете /ро/умiти фi/ичний /мiст ентропiї, моCна iгнорувати коефiцiєнт kB i просто думати
про ентропi8 ;к lnΩ - це бе/ро/мiрна величина. Однак, коли ми домноCаємо на коефiцiєнт kB , S має
ро/мiрнiст, енергiї, подiленої на температуру, або ДC/К у системi СI.

?а прикладом повернемос; до випадку великого твердого ейнштейнiвс,кого тiла / N осцил;торами i

q одиниц;ми енергiї, де q ≫ N . Оскiл,ки Ω = (eq/N)N ,

S = kB ln(eq/N)
N

= NkB [ln(q/N) + 1]. (0.0.2)

ОтCе, ;кщо N = 1022 i q = 1024,

S = NkB · (ln 100) = (5.6 · 1022)kB = 0.77 ДC/К. (0.0.3)

?ауваCте такоC, що /бiл,шенн; q або N /бiл,шує ентропi8 ейнштейнiвс,кого твердого тiла (хоч i не
пр;мо пропорцiйно). В/агалi, чим бiл,ше кiл,кiст, частинок у системi i чим бiл,ше енергiї вона мiстит,,

тим бiл,ше її кратнiст, та ентропi;.

Крiм додаванн; частинок та енергiї, моCна такоC /бiл,шити ентропi8 системи, до/воливши їй ро/-
ширитис; у бiл,ший простiр, або ро/бити великi молекули на мален,кi, або /мiшати ра/ом субстанцiї,
;кi колис, були окремими. У коCному / цих випадкiв /агал,на кiл,кiст, моCливих варiантiв ро/витку
подiй /бiл,шуєт,с;. Дехто вваCа8т, /а корисне iнтуїтивно думати про ентропi8 ;к про синонiм “бе/ладу”.

Однак точнiст, ц,ого пон;тт; /алеCит, вiд того, що саме ви вваCаєте бе/ладом.

Однiє8 / приємних властивостей ентропiї є те, що повна ентропi; складової системи дорiвн8є сумi

ентропiй її частин. Наприклад, ;кщо є двi частини, A та B, то

Stotal = kB lnΩtotal = kB ln(ΩAΩB) = kB lnΩA + kBΩB = SA + SB . (0.0.4)

Ми припускаємо тут, що макростани систем A i B були /аданi окремо. !кщо цi системи моCут, в/а-

ємодi;ти, то цi макростани моCут, / часом /мiн8ватис;, i дл; обчисленн; ентропiї на великих часових
масштабах ми повиннi обчислити |Omegatotal, пiдсумову8чи всi макростани дл; двох систем. Ентропi;,

;к i кратнiст,, є функцiє8 числа доступних мiкростанiв, а це число /алеCит, вiд шкали часу, що ро/гл;-

даєт,с;. Однак на практицi ц; вiдмiннiст, рiдко має /наченн;. !кщо ми просто припустимо, що складова
система /находит,с; в найбiл,ш ймовiрному макростанi, ми отримаємо практично ту саму ентропi8, що i

при пiдсумовуваннi всiх макростанiв.
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Оскiл,ки натурал,ний логарифм є монотонно /роста8чо8 функцiє8 свого аргументу, макростан /
бiл,шо8 кратнiст8 такоC має бiл,шу ентропi8. Тому ми моCемо переформул8вати другий /акон термо-

динамiки наступним чином:

Буд,-=ка велика система, що перебуває в рiвнова/i, буде перебувати в макростанi

/ найбiл,шоE ентропiєE (не рахуEчи флуктуацiй, =кi /а/вичай /анадто малi дл=

вимiрEванн=).

Або коротше:

Ентропi= має тенденцiE до /бiл,шенн=.

?вернiт, увагу, однак, що графiк /алеCностi ентропiї вiд буд,-;кої /мiнної (наприклад, UA або VA),

/а/вичай не має такого рi/кого пiку. В/;тт; логарифму /гладCує пiк, ;кий був у функцiї кратностi. ?ви-

чайно, це анiтрохи не впливає на нашi висновки - ;к i ранiше вiрно, що флуктуацiї далеко вiд макростану
/ найбiл,шо8 ентропiє8 будут, /неваCливо малi дл; буд,-;кої досит, великої системи. Хоча “спонтаннi”

процеси /авCди вiдбува8т,с; чере/ чисте /бiл,шенн; ентропiї, ви моCете поставити /апитанн;, чи моCе
втручанн; л8дини при/вести до чистого /меншенн; ентропiї. ?вичайний досвiд пiдка/ує, що вiдповiд, по-

/итивна: буд,-;ка л8дина моCе легко перевернути всi монети в колекцiї орлами вгору, або ро/сортувати
колоду карт, або навести лад у кiмнатi. Однак /меншенн; ентропiї в цих ситуацi;х вкрай не/начне, тодi

;к ентропi;, створ8вана метаболi/мом їCi в нашому органi/мi (коли ми вiдбираємо енергi8 / хiмiчних
/в’;/кiв i викидаємо бiл,шу її частину у довкiлл; у вигл;дi теплової енергiї), /авCди /начна. Наскiл,ки
ми моCемо судити, нашi тiла такоC пiдкор;8т,с; /аконам термодинамiки, ;к i неCивi предмети. Тому,
що б ви не робили дл; /меншенн; ентропiї в одному мiсцi, ви обов’;/ково створите принаймнi стiл,ки C
ентропiї в iншому мiсцi. Навiт, ;кщо ми не моCемо /меншити /агал,ну ентропi8 Всесвiту, моCливо хтос,
iнший (або щос, iнше) моCе це /робити?

У 1867 роцi ДCеймс Клерк Максвелл поставив таке питанн;: чи моCе “дуCе спостереCна i акуратна
iстота” (“very observant and neat-fingered being”) вiдхил;ти тi молекули, що руха8т,с; швидко, в один
бiк, а тi, що руха8т,с; повiл,но - в iнший, тим самим /мушу8чи тепло перетiкати вiд холодного об’єкта
до гар;чого? Вiл,;м Томсон пi/нiше на/вав ц8 мiфiчну iстоту демоном Максвелла, i / того часу фi/ики
та фiлософи намага8т,с; “вигнати” його. Було ро/роблено не/лiченну кiл,кiст, проектiв механiчних “де-
монiв”, але всi вони ви;вилис; неефективними. Ви;вл;єт,с;, що навiт, гiпотетичний “ро/умний” демон
повинен створ8вати ентропi8, оскiл,ки вiн обробл;є iнформацi8, необхiдну дл; сортуванн; молекул. Хо-

ча мiркуванн; про демонiв багато чому навчили нас про ентропi8 / часiв Максвелла, вердикт, схоCе,
/алишаєт,с; не/мiнним: навiт, демон не моCе порушити другий /акон термодинамiки.

§4.5. 3адачi до теми 4
Модел, Ейнштейна:

!адача 4.1. Дл; твердого тiла Ейнштейна / коCним i/ наведених ниCче /начен, N i q /апишiт, усi
моCливi мiкростани, порахуйте їх та перевiрте комбiнаторну формулу:

Ω(N, q) =
(q +N − 1)!

q!(N − q)!
.

(a) N = 3, q = 4;

(b) N = 3, q = 5;

(c) N = 3, q = 6;
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(d) N = 4, q = 3;

(e) N = 1, q = довiл,не;
(f) N − довiл,не, q = 1.

!адача 4.2. Обчислiт, кратнiст, макростану твердого тiла Ейнштейна / 30 осцил;торами та 30 оди-

ниц;ми енергiї (не намагайтес; виписати всi мiкростани!).

!адача 4.3. Дл; твердого тiла Ейнштейна / чотирма осцил;торами (N = 4) i двома одиниц;ми енергiї
(q = 2) по/начте коCний моCливий мiкростан у вигл;дi серiї точок i вертикал,них лiнiй, ;к це робит,с;
в лекцiї.

!адача 4.4. Ро/гл;немо систему / двох твердих тiл Ейнштейна, A i B, коCне / ;ких мiстит, 10

осцил;торiв, i ;кi сумарно мiст;т, 20 одиниц, енергiї. Припустимо, що цi твердi тiла слабко в/аємодi8т,,

а їх /агал,на енергi; не/мiнна.

(a) Скiл,ки рi/них макростанiв доступно дл; цiєї системи?

(b) Скiл,ки рi/них мiкростанiв доступно дл; цiєї системи?

(c) !кщо припустити, що ц; система /находит,с; в тепловiй рiвнова/i, ;ка ймовiрнiст,, що вс; теплова
енергi; мiстит,с; у твердому тiлi?

(d) !ка ймовiрнiст, /найти рiвно половину /агал,ної енергiї в одному / твердих тiл?

(e) ?а ;ких обставин ц; система моCе про;вл;ти не/воротн8 поведiнку?

Кратнiст, макростану:

!адача 4.5. Два твердих тiла Ейнштейна A i B приведенi у тепловий контакт.
(a) Використовуйте комп’8тер, щоб побудувати таблиц8 та графiк Ωtotal(qA) дл; випадку NA = 3,

NB = 3, ;кщо q = qA + qB = 6.

(b) ?мiнiт, таблиц8 та графiк, щоб пока/ати випадок, коли NA = 6, NB = 4 та q = 6.

(c) !кщо припустити, що всi мiкростани однаково вiрогiднi, ;кий макростан у випадках (a) та (b) є
найбiл,ш вiрогiдним, i чому дорiвн8є його ймовiрнiст,?

(d) !кий макростан у випадках (a) та (b) є найменш вiрогiдним i чому дорiвн8є його ймовiрнiст,?

!адача 4.6. Cистема складаєт,с; / двох твердих тiл Ейнштейна A i B, ;кi слабко в/аємодi8т, одне /
одним, причому A мiстит, 200 осцил;торiв, B мiстит, 100 осцил;торiв, а в цiлому в системi є 100 одиниц,
енергiї.

(a) Використовуйте комп’8тер, щоб створити таблиц8 та графiк (;к у /адачi 3.5).

(b) !кий макростан є найбiл,ш вiрогiдним, i чому дорiвн8є його ймовiрнiст,?

(c) !кий макростан є найменш вiрогiдним i чому дорiвн8є його ймовiрнiст,?

!адача 4.7. Використовуйте комп’8тер, щоб створити таблиц8 та графiк дл; двох в/аємодi8чих
парамагнетикiв / двома станами, коCен / ;ких мiстит, 100 елементарних магнiтних диполiв. ?а “одини-

ц8” енергiї вi/,мiт, кiл,кiст,, необхiдну дл; перегортанн; одного дипол; /i стану "вгору"(паралел,но
/овнiшн,ому пол8) до стану “вни/"(антипаралел,но /овнiшн,ому пол8). Припустимо, що /агал,на
кiл,кiст, одиниц, енергiї вiдносно стану / усiма дипол;ми, спр;мованими вгору, дорiвн8є 80; ц8 енергi8
моCна буд,-;ким чином ро/подiлити мiC двома парамагнетиками.

(a) !кий макростан є найбiл,ш вiрогiдним, i чому дорiвн8є його ймовiрнiст,?

(b) !кий макростан є найменш вiрогiдним i чому дорiвн8є його ймовiрнiст,?

!адача 4.8. Використовуйте методи ц,ого ро/дiлу, щоб отримати формулу дл; кратностi макростану
твердого тiла Ейнштейна у границi “ни/,кої температури”, q ≪ N .

!адача 4.9. Використовуйте наблиCенн; Стiрлiнга, щоб /найти прибли/ну формулу дл; кратностi

парамагнетика / двома станами. Спростiт, ц8 формулу в границi N↓ ≪ N , щоб отримати Ω ≈ (Ne/N↓)
N↓ .

Цей ре/ул,тат повинен вигл;дати дуCе подiбним до вашої вiдповiдi на /авданн; 3.17; по;снiт,, чому цi

двi системи, у ро/гл;нутих границ;х, по сутi не вiдрi/н;8т,с;.



38

!адача 4.10. Використовуйте наблиCенн; Стiрлiнга, щоб пока/ати, що кратнiст, твердого тiла Ейн-

штейна дл; буд,-;ких великих /начен, N i q прибли/но дорiвн8є:

Ω(N, q) ≈

/
q +N

q

0q /
q +N

N

0N

)
2πq(q +N)/N

.

Квадратним корiнем у /наменнику часто моCна /нехтувати, але в де;ких /адачах вiн потрiбен. (Пiдка/ка:

спочатку покаCiт,, що

Ω =
N

q +N

(q +N)!

q!N !
.

Не нехтуйте
√
2πN у формулi Стiрлiнга).

!адача 4.11. Ц; /адача дає ал,тернативний пiдхiд до оцiнки ширини пiку функцiї кратностi дл;
системи двох великих твердих тiл Ейнштейна.

(a) Ро/гл;немо два однакових твердих тiла Ейнштейна, коCне / ;ких складаєт,с; / N осцил;торiв, в
тепловому контактi одне / одним. Припустимо, що /агал,на кiл,кiст, енергетичних одиниц, у об’єднанiй
системi становит, 2N . Скiл,ки рi/них макростанiв (тобто, моCливих /начен, /агал,ної енергiї в першому
твердому тiлi) iснує дл; цiєї об’єднаної системи?

(b) Використовуйте ре/ул,тат /адачi 4, щоб /найти прибли/ний вира/ дл; /агал,ної кiл,костi

мiкростанiв об’єднаної системи. (Пiдка/ка: трактуйте об’єднану систему ;к єдине тверде тiло Ейнштейна.

Не вiдкидайте факторiв "великих"чисел, оскiл,ки вам /решто8 доведет,с; ро/дiлити два "дуCе вели-

ких"числа, майCе рiвних одне одному. Вiдповiд,: 24N/
√
8πN .)

(c) Найбiл,ш вiрогiдним макростаном дл; цiєї системи є (/вичайно) той, в ;кому енергi; ро/подiл;єт,с;
однаково мiC двома твердими тiлами. Використовуйте ре/ул,тат /авданн; 4, щоб /найти прибли/ний вира/
дл; кратностi ц,ого макростану. (Вiдповiд,: 24N/(4πN).

(d) Ви моCете отримати прибли/не у;вленн; про «рi/кiст,» функцiї кратностi, ;кщо порiвн;ти вашi

вiдповiдi на питанн; (b) i (c). Вiдповiд, на (c) вка/ує вам висоту пiку, а вiдповiд, на (b) - /агал,ну площу
пiд усiм графiком. !к дуCе грубе наблиCенн; у;вiт,, що форма вершини пр;мокутна. У ц,ому випадку,
наскiл,ки вона була б широко8? !ка частина i/ /агал,ної кiл,костi макростанiв має достатн,о великi

ймовiрностi? Оцiнiт, ц8 частину чисел,но дл; випадку N = 1023.

!адача 4.12. Ро/гл;немо парамагнетик / двома станами, в ;кому є 1023 елементарних диполiв, i/
/агал,но8 енергiє8, що дорiвн8є нул8, так що рiвно половина диполiв спр;мованi вгору, а половина -

уни/.
(a) Скiл,ки мiкростанiв є "доступними"дл; цiєї системи?

(b) Припустимо, що мiкростан цiєї системи /мiн8єт,с; мiл,;рд ра/iв /а секунду. Скiл,ки мiкростанiв
нарахує система /а дес;т, мiл,;рдiв рокiв (час iснуванн; Всесвiту)?

(с) Чи правил,но ска/ати, що, ;кщо ви будете чекати досит, довго, система / часом побуває у коCному
"доступному"мiкростанi? По;снiт, сво8 вiдповiд, та обговорiт, /наченн; слова “доступний”.

!адача 4.13. Дл; одного великого парамагнетика / двома станами функцi; кратностi має дуCе рi/кий
пiк при (прибли/но) N↓ = N/2.

(a) Використовуйте наблиCенн; Стiрлiнга, щоб оцiнити висоту пiку у функцiї кратностi.

(b) Використовуйте методи ц,ого ро/дiлу, щоб отримати формулу функцiї кратностi в районi пiку ;к
функцi8 x ≡ N↓ − (N/2). Перевiрте, чи вiдповiдає ваша формула вашої вiдповiдi на питанн; (а) у ра/i,
коли x = 0.

(c) Наскiл,ки широкий пiк у функцiї кратностi?

(d) Припустимо, що ви перегорнете 1 000 000 монет. Чи були б ви /дивованi, отримавши 501 000 орлiв
i 499 000 решок? Чи були б ви /дивованi, отримавши 510 000 орлiв та 490 000 решок? По;снiт, вiдповiд,.



Частина II

Термодинамiка
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Сво8 прац8 «ДослiдCенн; про природу та причини багатства народiв» Адам Смiт опублiкував у
1776 р., чере/ сiм рокiв пiсл; того, ;к ДCеймс Уатт (1736-1819) отримав патент на /апропонований ним
варiант парового двигуна. I Смiт, i Уатт прац8вали в унiверситетi Гла/го. Єдина корист, вiд вугiлл;, про
;ку /гадуєт,с; в епохал,нiй працi Смiта — це те, що вугiлл; слуCит, дCерелом тепла дл; робiтникiв.

Машини у XVIII ст. приводилис; в рух вiтром, водо8 та м’;/ово8 сило8 тварин. МайCе двi тис;чi рокiв
минуло / того часу, ;к Герон Олександрiйс,кий /мусив сферичний посуд обертатис; навколо осi пiд дiє8
сили пари, але те, ;к вогон, породCує рух i /мушує рухатис; частини машин, ще /алишалос; /агадко8.

Тому Адам Смiт (1723-1790) не бачив у вугiллi приховане дCерело багатства народiв.

I ос, паровий двигун вiдкрив новi моCливостi. Винахiд парового двигуна, що до/волив перетворити те-
плоту на механiчний рух, не лише о/наменував настанн; iндустрiал,ної револ8цiї, а й породив нову науку
– термодинамiку. На вiдмiну вiд такої науки, ;к н,8тонiвс,ка механiка, що виникла / теорiї руху небесних
тiл, термодинамiка народилас; / бiл,ш практичного, /емного iнтересу: адCе так хотiлос; дi/натис;, ;к i/
теплоти виникає рух.

?годом термодинамiка перетворилас; на теорi8, що описує в у/агал,неному вигл;дi перетворенн;
стану речовини. Щодо породCеного теплото8 руху, вiн є лише наслiдком де;ких таких перетворен,. В
основi термодинамiки по сутi леCат, два /акони: перший вiдносит,с; до енергiї, а другий - до ентропiї.
Точнi ви/наченн; енергiї та ентропiї ;к доступних вимiру фi/ичних величин ми викладемо у наступних
лекцi;х. ТакоC ми ро/повiмо про те, що таке термодинамiка, i по/найомимо читача / термiнологiє8 та
пон;тт;ми, ;кi необхiднi дл; /асвоєнн; подал,шого матерiалу.

КоCна система має енергi8 та ентропi8. Коли речовина переходит, / одного стану в iнший, пов-

на енергi; /алишаєт,с; не/мiнно8, тобто /берiгаєт,с;, а повна ентропi; моCе тiл,ки /ростати, або, в
iдеалi/ованих випадках, /алишатис; не/мiнно8. Не/ваCа8чи на простоту, цi два твердCенн; ма8т, да-

лекос;Cнi наслiдки. Широта витiка8чих i/ них висновкiв справила глибоке враCенн; на Макса Планка
(1858- 1947), ;кий майстерно використовував термодинамiку у своїх роботах. Ми сподiваємос;, що при
читаннi нашої книги читач /умiє налеCним чином оцiнити /наченн; часто цитованого вислову Ал,берта
Ейнштейна (1879-1955):

“Теорi; справл;є тим бiл,ше враCенн;, чим простiше її вихiднi передумови, чим
рi/номанiтнiшi тi факти, мiC ;кими вона встановл8є в/аємо/в’;/ок, та чим ширше т;гне-
т,с; област, її /астосуванн;. Саме тому класична термодинамiка справила на мене сил,не
враCенн;. Це єдина фi/ична теорi; унiверсал,ного /мiсту, щодо ;кої ; переконаний, що в
рамках /астосовнiстi ї ї основних принципiв вона нiколи не буде спростована.”



Тема 5. Термодинамiчнi системи i
рiвн9нн9 стану

§5.1. Температура i теплота

Прот;гом XVII та XVIII ст. в у;вленн;х л8дини про природу вiдбулис; фундаментал,нi /мiни. При-

рода повiл,но, але впевнено втрачала рол, iнструмента дл; втiленн; волi Бога, ;ку ос;га8т, лише чере/
теологi8. Нове, “наукове”, у;вленн; про природу, /асноване на досвiдi (наукових експериментах), дало нам
iнший свiтогл;д i вiддалило природу вiд релiгiї. ?гiдно / новими погл;дами, акт БоCественного створе-
нн; свiту цiлком мiг бути, але вiд того часу природа пiдкор;єт,с; простим та унiверсал,ним /аконам,

;кi л8дина моCе пi/навати i висловл8вати точно8 мово8 математики. Кл8чем, що вiдкриває таємницi

природи, стали експеримент та кiл,кiсне вивченн; фi/ичних величин.

Саме в епоху цих великих /мiн у свiдомостi почалос; наукове вивченн; природи теплоти. Такi

дослiдCенн; стали моCливими головним чином в ре/ул,татi удосконаленн; термометра, констру8ван-

н; та використанн; ;кого почина8т,с; ще / часiв Галiлео (1564-1642). Вплив такого простого приладу,
;к термометр, на ро/виток науки був дуCе /начним. ?а словами сера Гемфрi Девi (1778-1829), “нiщо не
спри;є прогресу /нанн; бiл,шо8 мiро8, нiC /астосуванн; нового приладу”.

Найцiкавiше вiдкритт; /робив /а допомого8 термометра ДCо/еф Блек (1728-1799), професор меди-

цини та хiмiї у Гла/го. Блек /умiв провести чiтку рi/ниц8 мiC температуро8, або ступенем нагрiтостi,

та кiл,кiст8 теплоти. Використову8чи у своїх дослiдах не/адовго до того сконструйованi термометри,

Блек встановив ваCливий експериментал,ний факт: у станi теплової рiвноваги температури всiх речовин
однаковi. Сучасники Блека ваCко сприйн;ли ц8 думку, оскiл,ки, /давалос;, вона перебувала в супере-
чностi / повс;кденним досвiдом: ;кщо торкнутис; шматка металу, то на дотик вiн /даєт,с; холоднiшим,

нiC шматок дерева, що леCит, поруч, хоча дерево i метал тривалий час перебували у контактi. Тим не
менш термометр доводив рiвнiст, температур i не /алишав грунту дл; найменших сумнiвiв. Використо-

ву8чи термометр, Блек вiдкрив питому теплоємнiст, речовин i ро/вi;в тим самим ро/повс8дCену у той
час неправил,ну думку про те, що кiл,кiст, теплоти, необхiдної дл; пiдвищенн; температури речовини
на /адану величину, /алеCит, викл8чно вiд маси тiла i не /алеCит, вiд того, i/ чого воно складаєт,с; (вiд
його хiмiчного складу). Блек такоC вiдкрив приховану теплоту плавленн; та випаровуванн; води (останнє
вiдкритт; вiн /робив /а допомого8 свого сповненого енту/iа/мом учн; ДCеймса Уатта (1736-1819)).

Хоча роботи ДCо/ефа Блека та iнших дослiдникiв до/волили провести чiтку вiдмiннiст, мiC кiл,кiст8
теплоти та температуро8, природа тепла (теплоти) довгий час /алишалас; /агадко8. АC до кiнц; ХIХ
ст. тривали дебати про те, що теплота є де;ко8 непорушно8 субстанцiє8, ;ка на/иваєт,с; “флогiстоном”,

або “калорично8 рiдино8”, ;ка переходит, вiд однiєї речовини до iншої, або перенос теплоти обумовлений
мiкроскопiчними частинками. ?годом стало ;сно, що теплота - це одна / форм передачi енергiї, ;ка моCе
перетвор8ватис; на iншi форми, i калорiчна теорi; канула в Лету, хоча ми все ще продовCуємо вимiр8вати
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кiл,кiст, теплоти у калорi;х.

Температуру моCна вимiр;ти, спостерiга8чи, ;к /мiн8єт,с; /алеCно вiд ступен; нагрiтостi ;кас,
фi/ична властивiст,, наприклад об’єм рiдини (скаCiмо, ртутi) чи тиск га/у. Таким чином, дослiдним
шл;хом ви/начаєт,с; емпiрична температура. Масштаб одиницi температури /алеCит, вiд масштабу /мiни
вимiр8ваної властивостi, що такоC /алеCит, вiд ступен; нагрiтостi речовини. ?найома всiм шкала Цел,сi;
виникла у XVIII в. !к ми побачимо у наступних ро/дiлах, формул8ванн; у серединi ХIХ ст. другого
початку термодинамiки ввело пон;тт; абсол8тної шкали температур, що не /алеCит, вiд властивостей
речовини. Сучасна термодинамiка формул8єт,с; в термiнах абсол8тної температури .

§5.2. Га:овi :акони

Далi ми ро/гл;немо в /агал,них рисах, бе/ поглибленн; в подробицi, га/овi /акони. При ц,ому перед-

бачаєт,с;, що читач /найомий i/ /аконами iдеал,ного га/у.
Одним i/ найперших кiл,кiсних /аконiв, що опису8т, поведiнку га/iв, був /акон, вiдкритий англiйцем

Робертом Бойлем (1627-1691), сучасником Iсаака Н,8тона (1642-1727). Той самий /акон був не/алеCно
вiдкритий францу/ом Едмом Марiоттом (1620-1684). У 1660 р. Бойл, повiдомив про своє вiдкритт; у
роботi “Новi фi/ико-механiчнi дослiди, що стосу8т,с; пруCностi повiтр;”: при фiксованiй температурi T

об’єм га/у V обернено пропорцiйний тиску , тобто

V = f(T )/p (де f − де;ка функцi;). (0.0.5)

(Хоча температура, ;ку /нав i використав Бойл,, була емпiрично8 температуро8, у формул8ван-

н;х /аконiв iдеал,ного га/у, ;к ми побачимо, доречно використовувати абсол8тну температуру . Щоб
уникнути /айвих по;снен,, ми будемо вс8ди, де це доречно, використовувати температуру T .) Бойл, та-

коC вiдсто8вав думку, що теплообмiн обумовлений не перетiканн;м калорiйної рiдини вiд одного тiла до
iншого, а “iнтенсивним бе/ладним рухом частинок, що утвор88т, тiло”.

^ак Шарл, (1746-1823) вивчав /мiну об’єму /алеCно вiд температури при постiйному тиску. Вiн
встановив, що

V

T
= f ′() (де f ′ − де;ка функцi;). (0.0.6)

У 1811 р. Амадео Авогадро (1776-1856) висловив гiпоте/у, /а ;ко8 при однiй i тiй Cе температурi i

тому C тиску рiвнi обс;ги всiх га/iв мiст;т, однакову кiл,кiст, молекул. Ц; гiпоте/а ви;вилас; дуCе
корисно8 при по;сненнi /мiн тиску в хiмiчних реакцi;х, у ;ких i реагентами, i продуктами є га/и. ?
гiпоте/и Авогадро випливало, що при постiйному тиску та постiйнiй температурi об’єм га/у пропорцiйний
числу молей. ОтCе, дл; N молей га/у

PV = Nf(T ). (0.0.7)

Порiвн;нн; га/ових /аконiв при/водит, до добре вiдомого спiввiдношенн;

pV = NRT. (0.0.8)

де R - унiверсал,на га/ова постiйна (R = 8, 31441 ДC · К−1 · мол,−1), вiдомого ;к рiвн;нн; стану
iдеал,ного га/у.

У мiру того, ;к у XVIII i XIX ст. хiмiки видiл;ли та iдентифiкували все новi та новi га/и, вивчалис;
i властивостi цих га/iв. Дл; бiл,шостi га/iв /акон Бойл; виконуєт,с; лише прибли/но. Вiн добре описує
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експериментал,но спостереCену поведiнку га/iв до тиску кiл,ка атмосфер. !к ми побачимо далi, поведiнку
га/iв у ширшому дiапа/он тискiв моCна описати /а допомого8 модифiкацiй рiвн;нн; стану iдеал,ного га/у,
що врахову8т, ро/мiри молекул та сили мiCмолекул;рного в/аємодiї.

У сумiшi iдеал,них га/iв виконуєт,с; /акон Дал,тона дл; парцiал,них тискiв га/iв, /гiдно / ;ким
тиск, створ8ваний коCним компонентом га/ової сумiшi, не /алеCит, вiд iнших компонентiв, та поведiнка
коCного i/ компонент пiдпор;дковуєт,с; рiвн;нн8 стану iдеал,ного га/у. !кщо pk - парцiал,ний тиск, що
створ8єт,с; k-компонентом, то

pkV = NkRT. (0.0.9)

Великий внесок у вивченн; га/iв /робив ^о/еф Луї Гей-Л8ссак (1778-1850). Вiн ви;вив, що при
ро/ширеннi ро/рiдCеного га/у у пороCнечу його температура не /мiн8єт,с;. ДCеймс Прескотт ДCоул,
(1818–1889) пiдтвердив цей факт у серiї дослiдiв, у ;ких встановив еквiвалентнiст, механiчної енергiї та
теплоти. Пi/нiше ми докладно ро/гл;немо /акон /береCенн; енергiї. Коли пон;тт; енергi; та форму-

л8ванн; /акону /береCенн; енергiї остаточно утвердилис;, стали /ро/умiлi i наслiдки /i спостереCен,
ДCоул;. Оскiл,ки при ро/ширеннi у пороCнечу га/ не /дiйсн8є роботи, його енергi; не /мiн8єт,с;. Тот
факт, що при ро/ширеннi га/у в пороCнечу температура /алишаєт,с; не/мiнно8, у той час ;к об’єм i

тиск /мiн88т,с;, о/начає, що енергi; /аданої кiл,костi iдеал,ного га/у /алеCит, вiд температури та не
/алеCит, вiд об’єму i тиску. Крiм того, оскiл,ки кiл,кiст, енергiї (теплоти), необхiдної дл; пiдвищенн;
температури iдеал,ного га/у, пропорцiйна числу молей га/у, його енергi; такоC пропорцiйна числу молей
N . Таким чином, енергi; iдеал,ного га/у U(T,N) є функцiє8 тiл,ки температури та числа молей га/у N ,

i моCна /аписати

U(T,N) = NUm(T ), (0.0.10)

де Um – внутрiшн; енергi; на мол,. Дл; сумiшi iдеал,них га/iв повна енергi; дорiвн8є сумi енергiй
компонентiв:

U(T,N) =
!

k

Uk(T,Nk) =
!

k

NkUm(T ), (0.0.11)

де k = 1, 2, . . . , k - пор;дковий номер компонента га/ової сумiшi. !к пока/али подал,шi дослiдCенн;,

у хорошому наблиCеннi має мiсце /алеCнiст,

Um = cRT + U0, (0.0.12)

де U0 - постiйна дл; буд,-;кого га/у. Дл; одноатомних га/iв, таких, ;к He i Ar, c = 3/2, а дл;
двоатомних га/iв, таких, ;к N2 i O2, c = 5/2.

Гей-Л8ссак такоC експериментал,но довiв, що коефiцiєнт термiчного ро/ширенн; при постiйному
тиску прибли/но однаковий дл; всiх ро/рiдCених га/iв i становит, 1

273 на градус Цел,сi;. Таким чином,

в основi га/ового термометра, в ;кому температура вимiр8єт,с; шл;хом вимiр8ванн; об’єму га/у при
постiйному тиску, леCит, наступне спiввiдношенн;

V = V0(l + αΘ), (0.0.13)

де α = 1
273 - коефiцiєнт термiчного ро/ширенн; при постiйному тиску. Далi ми отримаємо

спiввiдношенн; мiC температуро8 Θ, що вимiр8єт,с; га/овим термометром, та абсол8тно8 темпера-

туро8 T .
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Усi цi емпiрично встановленi га/овi /акони вiдiграли ваCливу рол, у ро/витку термодинамiки. Вони
стали своєрiдним “полiгоном” дл; перевiрки буд,-;кого /агал,ного постулату.

Ви;вилос;, що дл; бiл,шостi реал,них га/iв, наприклад, CO2, N2, O2, рiвн;нн; стану iдеал,ного
га/у добре описувало експериментал,но спостереCуванi спiввiдношенн; мiC p, V i T лише при тисках до
кiл,кох атмосфер. Га/овi /акони не /а/нали скiл,ки-небуд, iстотних уточнен, до тих пiр, поки не було
/ро/умiло молекул;рну природу га/iв. У 1873 р., понад двiстi рокiв пiсл; /наменитої публiкацiї Бойл;,

Ван дер Ваал,с (1837-1923) /апропонував рiвн;нн; стану реал,ного га/у, що враховує сили в/аємодiї мiC
молекулами та їх ро/мiри. Докладне обговоренн; рiвн;нн; Ван дер Ваал,са буде /роблено пi/нiше у ц,ому
курсi, а поки ми по/найомимос; / цим рiвн;нн;м та /iставимо його / рiвн;нн;м стану iдеал,ного га/у:

(p+ aN2/V 2)(V −Nb) = NRT. (0.0.14)

У ц,ому рiвн;ннi постiйна a характери/ує сили т;Ciнн; мiC молекулами, а постiйна пропорцiйна
ро/мiру молекул, тобто a i b характернi дл; цiєї речовини. Наприклад, дл; га/у гелi8 a та b меншi, нiC дл;
га/у CO2. На вiдмiну вiд рiвн;нн; стану iдеал,ного га/у, рiвн;нн; Ван дер Ваал,са мiстит, iндивiдуал,нi

константи у ;вному вигл;дi, тобто при ро/рахунках / реал,ним га/ом тиск та об’єм iдеал,ного га/у не-
обхiдно коригувати.

МоCна очiкувати, що енергi; га/у /алеCит, вiд того, ;ко8 буде в/аємодi; мiC його молекулами. Ми
побачимо, що енергi8 Uvdw га/у Ван дер Ваал,са моCна у;вити у вигл;дi

Uvdw = Uid − a(N/V )2V. (0.0.15)

Рiвн;нн; Ван дер Ваал,са стало /начним просуванн;м вперед порiвн;но / рiвн;нн;м стану iдеал,ного
га/у, оскiл,ки до/волило по;снити /рiдCенн; га/iв, ;ке спостерiгалос; експериментал,но, а такоC те, що
вище /а певну температуру, ;ка на/иваєт,с; критично8, /рiдCенн; га/у ставало немоCливим не/алеCно
вiд тиску. Ви;вилос; такоC, що /а дуCе високих тискiв рiвн;нн; Ван дер Ваал,са стає не/астосовним.

§5.3. Стан речовини та рiвн7нн7 Ван дер Ваал0са

Найпростiшими прикладами /мiн стану, ;кi /а/нає речовина, моCут, бути плавленн; твердих тiл i

випаровуванн; рiдин. У термодинамiцi рi/нi стани речовини - твердий, рiдкий, га/оподiбний - прийн;то
на/ивати фа/ами. При /аданому тиску коCнiй речовинi властивi певна температура плавленн; та певна
температура кипiнн; i. Бiл,ш того, цими властивост;ми моCна скористатис; дл; того, щоб iдентифiкувати
хiмiчну речовину або подiлити компоненти сумiшi. ? удосконаленн;м термометра /’;вилас; моCливiст,
точного ви/наченн; температур плавленн; та кипiнн;. ДCо/еф Блек та ДCеймс Уатт вiдкрили цiкаве ;ви-

ще, пов’;/ане /i /мiно8 фа/ового складу (фа/овими переходами): при температурi плавленн; або кипiнн;
теплота, що пiдводит,с; до системи, не при/водит, до пiдвищенн; температури, а лише переводит, речо-

вину / однiєї фа/и до iншої. Така теплота, що є в речовинi, але приховано, або “латентно”, тобто “поглина-

єт,с;” речовино8, не виклика8чи пiдвищенн; температури, на/иваєт,с; приховано8 теплото8 плавленн;
чи кипiнн;. Коли рiдина твердне або пара /рiдCуєт,с;, прихована теплота видiл;єт,с; у довкiлл;.

Цiлком /ро/умiло, що рiвн;нн; стану iдеал,ного га/у, що добре описує багато рi/них властивостей га/iв,

стає марним при ро/гл;дi процесу /рiдCенн; га/iв. Iдеал,ний га/ /алишаєт,с; га/ом при всiх температурах
- його об’єм моCна /меншувати до нескiнченно малої величини. У XVIII-XIX ст. поступово утвердилас;
i стала /агал,ноприйн;то8 концепцi;, що речовина складаєт,с; / атомiв i молекул, причому молекули
в/аємодi8т, мiC собо8 (мiC ними дi8т, мiCмолекул;рнi сили). Саме в дусi цих iдей Йоханнес Дiдерiк



45

Ван дер Ваал,с (у дисертацiї на /добутт; наукового ступен; доктора фiлософiї) поставив собi /авданн;
врахувати мiCмолекул;рнi сили при описi поведiнки га/iв.

Ван дер Ваал,с першим /ро/умiв, що дл; реал,них га/iв у рiвн;ннi стану iдеал,ного га/у необхiдно
врахувати два основнi фактори: вплив сил мiCмолекул;рної в/аємодiї та ро/мiри молекул. Урахуванн;
мiCмолекул;рних сил до/волило би внести поправку до тиску iдеал,ного га/у, а врахуванн; ро/мiрiв
молекул до/волило б /меншити реал,ний об’єм, ;кий /аймає га/. МiCмолекул;рне т;Ciнн; /меншує тиск
порiвн;но / тим /наченн;м, що є дл; iдеал,ного га/у. !кщо preal - тиск реал,ного га/у, а pid - вiдповiдний
тиск iдеал,ного га/у, тобто тиск бе/ мiCмолекул;рних сил, то pid = preal + δp, де δp - поправка. Оскiл,ки
тиск пропорцiйний щiл,ностi числа частинок (N/V ) (у чому моCна переконатис;, гл;нувши на рiвн;нн;
стану iдеал,ного га/у), поправка δ пропорцiйна вiдношенн8 (N/V ). Крiм того, повна сила, що дiє на коCну
молекулу побли/у стiнки судини, такоC пропорцiйна щiл,ностi числа частинок (N/V ). ОтCе, поправка
δ пропорцiйна двом мноCникам (N/V ), тобто δ = a(N/V )2. Поправка до обс;гу чере/ ро/мiри молекул,

тобто поправка на “викл8чений об’єм”, пропорцiйна числу молекул, тобто Vid = V −bN , де b - поправка на
1 мол,. Пiдставл;8чи отриманi вира/и рiвн;нн; стану iдеал,ного га/у pidVid = NRT , отримуємо рiвн;нн;
Ван дер Ваал,са:

(p+ aN2/V 2)(V −Nb) = NRT. (0.0.16)

При постiйнiй температурi типовi pV -/алеCностi, вiдомi ;к pV -i/отерми, дл; га/у Ван дер Ваал,са
представленi на рис. На цих кривих видно, що перехiд га/у в рiдкий стан вiдбуваєт,с; в областi, де крива
pV стає багато/начно8, тобто коли даному тиску не вiдповiдає єдиний об’єм. У цiй областi стан речовини
такий, що рiдка та га/ова фа/и /наход;т,с; у тепловiй рiвнова/i. !к буде пока/ано пi/нiше, крива Ван
дер Ваал,са у цiй областi вiдповiдає нестабiл,ним станам. Реал,ний стан га/у вiдповiдає пр;мiй B.

Рiвн;нн; Ван дер Ваал,са свiдчит, про iснуванн; критичної температури Tc: при T > Tc крива pV

/авCди одно/начна. Це говорит, про те, що в цiй областi температур не iснує переходу в рiдкий стан.

Рiвн;нн; Ван дер Ваал,са описує кубiчну криву, що має при T < Tc два екстремуми. При температурах
T < Tc цi два екстремуми /i /бiл,шенн;м T /блиCу8т,с; i, нарештi, /а T = Tc вони /бiга8т,с;. Вище
критичної температури фа/овий перехiд i/ га/ової фа/и в рiдку не вiдбуваєт,с;, i вiдмiннiст, мiC га/ом
та рiдино8 /никає. (У випадку фа/ового переходу / твердого стану в рiдкий критична област, вiдсутн;:

тверда фа/а набагато бiл,ш упор;дкована, нiC рiдка, i два стани речовини /авCди помiтнi.) Тиск та
об’єм, при ;ких /никає вiдмiннiст, мiC рiдино8 та га/ом, на/ива8т,с; критичним тиском pc i критичним
об’ємом Vc. Критичнi параметри pc, Vc та Tc моCут, бути вимiр;нi експериментал,но. Їх /наченн; наведено
у довiдниках.

Критичнi параметри моCна /в’;/ати / параметрами Ван дер Ваал,са a та b. !кщо p(V, T ) ро/гл;-

дати ;к функцi8 вiд V , то при T < Tc у двох екстремумах похiдна дорiвн8є нул8: (dp/dV )T = 0. При
/бiл,шеннi T у точцi, де обидва екстремуми /бiга8т,с;, тобто у критичнiй точцi, T = Tc, p = pc i V = Vc,

/’;вл;єт,с; точка перегину. У точцi перегину ;к перша, так i друга похiднi повиннi дорiвн8вати нул8.

ОтCе, у критичнiй точцi

# ∂p

∂V

$1111
T

= 0 та
# ∂2p

∂V 2

$1111
T

= 0. (0.0.17)

Використову8чи цi рiвностi, моCна отримати такi спiввiдношенн; мiC критичними параметрами та
постiйними a та b

a =
9

8
RTcVm,c, b =

Vm,c

3
, (0.0.18)
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де Vm,c - мол;рний критичний об’єм. Критичнi параметри моCна вира/ити чере/ постiйнi Ван дер
Ваал,са a та b:

Tc =
9a

27Rb
, pc =

a

27b2
, Vm,c = 3b. (0.0.19)

Таким чином, дл; коCного га/у є свої критичнi параметри: Vc, pc та Tc. Це до/вол;є ввести бе/ро/мiрнi

приведенi /мiннi стану:

Tr = /Tc, Vm,r = V/Vm,c, pr = p/pc. (0.0.20)

!кщо рiвн;нн; Ван дер Ваал,са /аписати у приведеному вигл;дi, то вийде наступне унiверсал,не
рiвн;нн;, /астосовне дл; буд,-;ких га/iв:

pr =
8Tr

3Vr − 1
− 3

V 2
r

. (0.0.21)

Отримане рiвн;нн; в бiл,шостi випадкiв пiдтвердCуєт,с; експериментал,но. Це о/начає, що наве-
денi тиски всiх га/iв ма8т, однаковi /наченн; при /аданих /наченн;х приведеного об’єму та приведеної
температури. Цей факт одерCав на/ву /акону вiдповiдних станiв.

Про вiдхиленн; вiд поведiнки iдеал,ного га/у моCна судити / коефiцiєнту стисливостi Z = (pVm/RT ).

Дл; iдеал,ного га/у Z = 1. На рис. наведено /алеCнiст, Z вiд наведеного тиску r дл; рi/них га/iв. Видно,

що рiвн;нн; Ван дер Ваал,са добре описує експериментал,нi данi.



Тема 6. Перший 3акон термодинамiки

§6.1. Термодинамiчнi системи

Термодинамiка – це феноменологiчний опис рiвноваCних властивостей макроскопiчних систем.

У;вiт, себе постн,8тонiвс,ким фi/иком, ;кий хоче /ро/умiти поведiнку такої простої системи, ;к
контейнер i/ га/ом. !к би ви вчинили? Прототипом успiшної фi/ичної теорiї є класична механiка, ;ка
описує складнi рухи частинок, почина8чи / простих основних /аконiв, та використову8чи математичний
апарат обчисленн;. ?а аналогiє8, ви моCете дi;ти так:

• Iдеалi/уйте систему, що вивчаєт,с;, настiл,ки, наскiл,ки це моCливо (;к у випадку / “матерiал,но8
точко8” у н,8тонiвс,кiй механицi). Пон;тт; механiчної роботи над системо8, /вiсно, тут буде /ада-

ватис; аналогiчно, але виника8т, складнощi, пов’;/анi / теплообмiном. Рiшенн; пол;гає в тому, щоб
спочатку вивчати /акритi системи, i/ол,ованi адiабатичними стiнками, ;кi не допуска8т, Cодного
обмiну теплом / навколишнiм середовищем. ?вичайно, /решто8 необхiдно буде вивчати i вiдкритi

системи, ;кi моCут, обмiн8ватис; теплом i/ /овнiшнiм свiтом чере/ дiатермiчнi стiнки.

• Подiбно до того, ;к стан “матерiал,ної точки” ви/начаєт,с; її координатами (та iмпул,сами), стан
макроскопiчної системи такоC моCе бути описаний р;дом термодинамiчних координат чи функцiй
стану. Найбiл,ш /найомими нам координатами є тi, що вiднос;т,с; до механiчної роботи, такi ;к
тиск та об’єм (дл; рiдини), поверхневий нат;г та площа (дл; плiвки), нат;г та довCина (дл; дро-

ту), електричне поле та пол;ри/ацi; (дл; дiелектрика) тощо. !к побачимо далi, iсну8т, додатковi

функцiї стану, ;кi пов’;/анi / механiчно8 робото8. Функцiї стану добре ви/наченi тiл,ки тодi, коли
система /находит,с; в рiвнова/i, тобто коли її властивостi не /мiн88т,с; помiтно / часом прот;-

гом цiкавих дл; нас iнтервалiв (часу спостереCенн;). ?алеCнiст, вiд часу спостереCенн; робит,
пон;тт; рiвноваги суб’єктивним. Наприклад, вiконне скло /находит,с; в рiвнова/i ;к тверде тiло
прот;гом багат,ох дес;тилiт,, але тече ;к рiдина в масштабах часу тис;чолiт,. ? iншого боку,
цiлком правомiрно ро/гл;дати рiвновагу мiC матерiє8 та випромiн8ванн;м у ранн,ому Всесвiтi в
першi хвилини Великого вибуху.

• ?решто8, /в’;/ок мiC функцi;ми стану описуєт,с; /аконами термодинамiки. Будучи феномено-

логiчним описом, цi /акони /аснованi на ни/цi емпiричних спостереCен,. Потiм на основi цих спо-

стереCен, будуєт,с; послiдовна логiчна i математична структура, ;ка при/водит, до бе/лiчi кори-

сних концепцiй i до верифiкуємих в/аємо/в’;/кiв мiC рi/ними величинами. ?акони термодинамiки
моCут, бути обґрунтованi лише бiл,ш фундаментал,но8 (мiкроскопiчно8) теорiє8 природи. На-

приклад, статистична механiка намагаєт,с; отримати цi /акони, виход;чи / класичних чи кванто-

вомеханiчних рiвн;н, дл; евол8цiї сукупностей частинок.

47
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C
C1, C2, . . .

A1, A2, . . . B1, B2, . . .
A A

diathermic wall

adiabatic wall

C

B B

Рис. 0.0.16. Iл8страцi2 нул7ового 5акону: системи A та B, 2кi спочатку 5наход2т7с2 окремо
в рiвнова5i 5 C, помiща8т7с2 в контакт одна 5 одно8.

§6.2. Нул0овий :акон термодинамiки

Нул,овий /акон термодинамiки ви/начає тран/итивний характер теплової рiвноваги. Вiн говорит,:

Iкщо двi системи, A i B, окремо перебуваEт, у рiвнова/i / трет,оE системоE C, вони

тако4 перебуваEт, у рiвнова/i одна / одноE.

Не/ваCа8чи на простоту, нул,овий /акон о/начає iснуванн; ваCливої функцiї стану -

емпiричної температури Θ, такої, що системи, ;кi /наход;т,с; в рiвнова/i, ма8т, однакову температуру.
Дока): Нехай рiвноваCний стан систем A, B та C описуєт,с; координатами A1, A2, . . ., B1, B2, . . .

та C1, C2, . . ., вiдповiдно. Припущенн;, що A i C перебува8т, у рiвнова/i, має на ува/i обмеCенн; мiC
координатами A i C, тобто /мiна A1 повинна супроводCуватис; певно8 /мiно8 A2, . . . ;C1, C2, . . . дл;
пiдтримки рiвноваги A i C. По/начимо це обмеCенн; чере/

fAC(A1, A2, . . . ;C1, C2, . . .) = 0.

Рiвновага B i C має на ува/i аналогiчне обмеCенн;

fBC(B1, B2, . . . ;C1, C2, . . .) = 0.

?ауваCте, що коCна система окремо /находит,с; в механiчнiй рiвнова/i. !кщо їм до/волено такоC
виконувати роботу одної над одно8, то дл; опису їхн,ої спiл,ної механiчної рiвноваги потрiбнi додатковi

умови (наприклад, постiйний тиск). Очевидно, що ми моCемо сформул8вати наведене вище обмеCенн;
по-рi/ному. Наприклад, ми моCемо спостерiгати /мiну C1 при /мiнi всiх iнших параметрiв. Це еквiвалентно
рiшенн8 коCного / наведених вище рiвн;н, дл; C1 дл; отриманн;

C1 = FAC(A1, A2, . . . ;C2, . . .),

C1 = FBC(B1, B2, . . . ;C2, . . .).

Таким чином, ;кщо C /находит,с; в рiвнова/i окремо / A i B, ми повиннi мати

FAC(A1, A2, . . . ;C2, . . .) = FBC(B1, B2, . . . ;C2, . . .).

Однак, /гiдно / нул,овим /аконом, iснує рiвновага мiC A i B, що передбачає обмеCенн;

fAB(A1, A2, . . . ;B1, B2, . . .) = 0.
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(A)&(C) (A)&(B)

V, P V, P
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F

L

Рис. 0.0.17. Рiвноваги га5у (A) i магнiту (B), а тако> га5у (A) та дроту (C).

Ми моCемо вибрати буд,-;кий набiр параметрiв A i B, ;кi вiдповiда8т, наведеному вище рiвн;нн8,

i пiдставити їх у рiвн;нн;. Отримана рiвнiст, повинна виконуватис; не/алеCно вiд буд,-;кого набору
/мiнних C у ц,ому рiвн;ннi. Потiм ми моCемо /мiн8вати цi параметри, руха8чис, в/довC рi/номанiтт;,

обмеCеного рiвн;нн;м (1.5), i рiвн;нн; (1.4) /алишит,с; справедливим не/алеCно вiд стану C. Тому має
бути моCливо спростити рiвн;нн; (1.4), скасувавши координати C. Ал,тернативно, ми моCемо вибрати
буд,-;кий фiксований набiр параметрiв C та iгнорувати їх надалi, /вод;чи умову (1.5) дл; рiвноваги A i

B до наступного
ΘA(A1, A2, . . .) = ΘB(B1, B2, . . .),

тобто рiвновага характери/уєт,с; функцiє8 Θ термодинамiчних координат. Ц; функцi; ви/начає рiвн;нн;
стану, а i/отерми A опису8т,с; умово8 Θ(A1, A2, . . .) = Θ. Хоча на даному етапi iснує бе/лiч моCливих
варiантiв вибору функцiї Θ, кл8човим моментом є iснуванн; функцiї, ;ка обмеCує параметри коCної
системи в тепловiй рiвнова/i. Iснує подiбнiст, мiC Θ та сило8 в механiчнiй системi. Ро/гл;немо двi одно-

вимiрнi системи, ;кi моCут, виконувати роботу одна над одно8, ;к у випадку двох пруCин, /’єднаних
ра/ом. Рiвновага дос;гаєт,с;, коли сили, / ;ко8 системи дi8т, одна на одну, рiвнi. (?вичайно, на вiдмiну
вiд скал;рної температури, векторна сила має напр;мок; це ускладненн; ми тут проiгнорували; бiл,ш
вiдповiдно8 аналогiє8 є тиск га/ового поршн;). Механiчна рiвновага мiC кiл,кома такими тiлами такоC
є перехiдно8, i останнє моCна було б використовувати ;к вiдправну точку дл; висновку про iснуванн;
механiчної сили.

Приклад: рiвн)нн) стану Приклад: Ро/гл;немо три системи: (A) дрiт довCино8 L / нат;гом F ,

(B) парамагнетик намагнiченостi M в магнiтному полi B i (C) га/ об’ємом V при тиску P .

СпостереCенн; пока/у8т,, що коли цi системи /наход;т,с; в рiвнова/i, серед їх координат викону8-

т,с; такi обмеCенн;: #
P +

a

V 2

$
(V − b)(L− L0)− c[F −K(L− L0)] = 0,

#
P +

a

V 2

$
(V − b)M − dB = 0

. Очевидно, що цi обмеCенн; моCут, бути органi/ованi в три емпiричнi функцiї температури у вигл;дi

Θ ∝
#
P +

a

V 2

$
(V − b) = c

# F

L− L0
−K

$
= d

B

M
.
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273.16 K0

ice
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vapor

T

P

0

Рис. 0.0.18. Потрiйна точка л7оду, води та пари 5находит7с2 в унiкал7нiй точцi фа5ової
дiаграми (P, T ).

Це добре вiдомi рiвн;нн; стану:

2
3334

3335

Θ ∝
#
P +

a

V 2

$
(V − b) = NkBT, (га/ Ван-дер-Ваал,са)

M = (Nµ2
B
B)/(3kBT ), (парамагнетик К8рi)

F = (K +DT )(L− L0). (/акон Гука дл; пруCини)

(0.0.22)

Температурна шкала iдеал7ного га:у !к видно / наведеного вище прикладу, нул,овий /акон
лише констатує на;внiст, i/отерми. Дл; того щоб встановити практичну температурну шкалу на дано-

му етапi, необхiдна система вiдлiку. Iдеал,ний га/ /аймає ваCливе мiсце у термодинамiцi та /абе/печує
необхiдний еталон. Емпiричнi спостереCенн; пока/у8т,, що добуток тиску та об’єму постiйний в/довC
i/отерми буд,-;кого досит, ро/рiдCеного га/у. Iдеал,ний га/ вiдносит,с; до цiєї ро/рiдCеної границi ре-
ал,них га/iв, а температура iдеал,ного га/у пропорцiйна добутку. Константа пропорцiйностi ви/начаєт,с;
/а допомого8 температури потрiйної точки системи л,од-вода-га/, ;ка була встановлена на рiвнi 273,16

градусiв Кел,вiна (
◦К) 10-о8 Генерал,но8 конференцiє8 / мiр та ваг у 1954 роцi.

Використову8чи ро/рiдCений га/ (тобто при P → 0) ;к термометр, температуру системи моCна отри-

мати / формули:

T (◦K) ≡ 273.16×
*
lim
P→0

(PV )система/ lim
P→0

(PV )лiд-вода-га,

$
.

§6.3. Перший :акон термодинамiки

Тепер ми ро/гл;немо /мiни мiC рi/ними станами рiвноваги. Такi перетворенн; моCут, бути дос;гнутi

шл;хом /астосуванн; до системи роботи або додаванн; тепла. Перший /акон термодинамiки свiдчит,, що
i робота, i тепло є формами енергiї, i що повна енергi; /берiгаєт,с;. Ми будемо використовувати наступне
формул8ванн;:

Кiл,кiст, роботи, необхiдної дл= /мiни стану адiабатично i/ол,ованої системи, /але4ит,

лише вiд її початкового i кiнцевого станiв, але не /але4ит, вiд способу, =ким виконуєт,с=
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Рис. 0.0.19. Два адiабатичнi шл2хи 5мiни макроскопiчних координат мi> початково8 i

кiнцево8 точко8 при5вод2т7 до однакової 5мiни внутрiшн7ої енергiї.

робота, та вiд промi4них стадiй, чере/ =кi проходит, система.

!к наслiдок, ми робимо висновок про iснуванн; ще однiєї функцiї стану – внутрiшн,ої енергiї E(X).

До постiйної величини E(X) моCе бути отримана / кiл,костi роботи ∆W , необхiдної дл; адiабатичного
перетворенн; початкового стану Xi в кiнцевий стан Xf , використову8чи

∆W = E(Xf )− E(Xi).

При /агал,ному (неадiабатичному) перетвореннi кiл,кiст, роботи не дорiвн8є /мiнi внутрiшн,ої енергiї.
Рi/ниц; ∆Q = ∆E − ∆W ви/начаєт,с; ;к споCиванн; тепла системо8 i/ навколишн,ого середовища.

Очевидно, що в таких перетворенн;х ∆Q i ∆W окремо не є функцi;ми стану, оскiл,ки вони /алеCат, вiд
/овнiшнiх факторiв, таких ;к способи /астосуванн; роботи, а не тiл,ки кiнцевих станiв. Щоб наголосити
на ц,ому, дл; диференцiал,ного перетворенн; ми пишемо d̄Q = dE − d̄W , де dE =

"
i
(∂E/∂Xi)dXi моCе

бути отримано диференцi8ванн;м, тодi ;к d̄Q i d̄W в /агал,ному випадку не моCут,. ТакоC /вернiт,
увагу на те, що /наки роботи та тепла вибира8т,с; дл; по/наченн; енергiї, доданої до системи, а не
навпаки.

§6.4. Ква:iстацiонарнi процеси

Ква/истатическое перетворенн; - це перетворенн;, ;ке /дiйсн8єт,с; досит, повiл,но, отCе система
/авCди у рiвнова/i. Таким чином, на буд,-;кiй стадiї процесу термодинамiчнi координати системи iсну8т,
i, в принципi, моCут, бути обчисленi. Дл; таких перетворен, робота, що /дiйсн8єт,с; над системо8 (вона
дорiвн8є /а величино8, але протилеCна /а /наком роботi, що /дiйсн8єт,с; системо8), моCе бути пов’;/ана
/i /мiно8 цих координат. ?а/вичай моCна ро/дiлити функцiї стану X на набiр у/агал,нених перемiщен,
xi i сполучених i/ ними у/агал,нених сил Ji, отCе дл; нескiнченно малого ква/истатичного перетворенн;

d̄W =

N!

i=1

Jidxi.

У таблицi наведено де;кi приклади таких координат.



52

T T T T T

Рис. 0.0.20. Га5у, що спочатку 5находивс2 у лiвiй камерi, да8т7 мо>ливiст7 швидко ро5-
ширитис2 в обидвi камери.

?вернiт, увагу, що перемiщенн; /а/вичай є екстенсивно8 величино8, тобто пропорцiйно8 до ро/мiру
системи, в той час ;к сили є iнтенсивними i не /алеCат, вiд ро/мiру системи. ТакоC /вернiт, увагу, що тиск
/а умово8 обчисл8єт,с; i/ сили, ;ка надаєт,с; системо8 на стiнки, на вiдмiну вiд сили на пруCину, що
дiє у протилеCному напр;мку. Це причина негативного /нака, ;кий /а/вичай супроводCує гiдростатичну
роботу.

Експеримент ДCоул; щодо вiл,ного ро/ширенн;: Iншо8 ваCливо8 властивiст8 iдеал,ного га/у є по-

ведiнка його внутрiшн,ої енергiї. СпостереCенн; пока/у8т,, ;кщо такий га/ ро/шир8єт,с; адiабатично
(але не обов’;/ково ква/истатично), вiд об’єму Vi до об’єму Vf , то початкова i кiнцева температу-

ри однаковi. Оскiл,ки перетворенн; адiабатичне (d̄Q = 0) та /овнiшн; робота над системо8 вiдсутн;
(d̄W = 0), внутрiшн; енергi; га/у /алишаєт,с; не/мiнно8. Оскiл,ки тиск i обс;г га/у у процесi /мiн88т,с;,

а температура - нi, робимо висновок, що внутрiшн; енергi; /алеCит, тiл,ки вiд температури, тобто
E(V, T ) = E(T ). Ц; властивiст, iдеал,ного га/у насправдi є наслiдком форми рiвн;нн; стану, що буде
доведено в /адачах.

§6.5. Функцiї вiдгуку

Функцiї вiдгуку є стандартним способом характеристики макроскопiчної поведiнки системи. Вони
вимiр88т,с; експериментал,но щодо /мiн термодинамiчних координат /а допомого8 /овнiшнiх /ондiв.

Де;кi поширенi функцiї вiдгуку такi: Теплоємнiст, отриму8т, /i /мiни температури при додаваннi тепла
до системи. Оскiл,ки тепло не є функцiє8 стану, необхiдно такоC вка/ати шл;х, ;ким воно надходит,.

Наприклад, дл; га/у моCна ро/рахувати теплоємностi при постiйному обс;/i або тиску, що по/нача8т,с;

CV =
dQ

dT

1111
V

та CP =
dQ

dT

1111
P

вiдповiдно. Останн; бiл,ша, оскiл,ки частина тепла витрачаєт,с; на виконанн; роботи при /мiнi обс;гу:

CV =
d̄Q

dT

1111
V

=
dE − d̄W

dT

1111
V

=
dE + PdV

dT

1111
V

=
∂E

∂T

1111
V

,

CP =
d̄Q

dT

1111
P

=
dE − d̄W

dT

1111
P

=
dE + PdV

dT

1111
P

=
∂E

∂T

1111
P

+ P
dV

dT

1111
P

.

Силовi константи вимiр88т, (нескiнченно мале) вiдношенн; усуненн; силi i є рi/новидами пруCин-

ної константи. Приклади вкл8ча8т, i/отермiчну стисливiст, га/у κT = −∂V/∂P
11
T
/V i сприйн;тливiст,

магнiту ξT = ∂M/∂B
11
T
/V . ? рiвн;нн; стану iдеал,ного га/у PV ∝ T отримуємо κT = 1/P . Тепловi реакцiї

пока/у8т, /мiну термодинамiчних координат i/ температуро8. Наприклад, пруCнiст, га/у ви/начаєт,с;
αP = ∂V/∂T

11
P
/V , що дорiвн8є 1/T дл; iдеал,ного га/у. Оскiл,ки внутрiшн; енергi; iдеал,ного га/у
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/алеCит, ∂E/∂T
11
P
= dE/dT, i рiвн;нн; спрощуєт,с; до

CP − CV = P
∂V

∂T

1111
P

= PV αP =
PV

T
≡ NkB .

Останн; рiвнiст, є наслiдком екстенсивностi: дл; даного обс;гу iдеал,ного га/у постiйна PV/T про-

порцiйна N , числу частинок у га/i; це вiдношенн; є постiйним Бол,цманом /i /наченн;м kB ≈ 1.4× 10−23

ДC/К.



Тема 7. Другий 3акон термодинамiки

§7.1. Тепловi двигуни та холодил0ники

Практичним поштовхом до ро/витку науки термодинамiки у ХIХ столiттi стала по;ва теплових дви-

гунiв. ?ростанн; /алеCностi вiд машин дл; виконанн; роботи пiд час промислової револ8цiї вимагало кра-

щого ро/умiнн; принципiв, що леCат, в основi перетворенн; тепла в роботу. Досит, цiкаво спостерiгати,

;к такi практичнi мiркуванн;, ;к ефективнiст, двигунiв, моCут, при/вести до таких абстрактних iдей,

;к ентропi;.

Iдеалi/ований тепловий двигун прац8є, прийма8чи певну кiл,кiст, тепла QH вiд дCерела тепла (на-

приклад, вiд вугiл,ного вогнища), перетвор88чи частину тепла в роботу W , i викида8чи тепло QC , що
/алишилос;, в тепловiдведенн; (наприклад, в атмосферу). Ефективнiст,, тобто коефiцiєнт корисної дiї
(ККД) двигуна, ро/раховуєт,с; /а формуло8

η =
W

QH

=
QH −QC

QH

≤ 1.

Iдеалi/ований холодил,ник схоCий на двигун, що прац8є у /воротному напр;мку, тобто вiн використо-

вує роботу W дл; вилученн; тепла QC / холодної системи i вiдводит, тепло QH при вищiй температурi.

Аналогiчно ми моCемо ви/начити ККД холодил,ника в такий спосiб:

ω =
QC

W
=

QC

QH −QC

.

Перший /акон викл8чає так /ванi “вiчнi двигуни першого роду”, тобто двигуни, ;кi викону8т, роботу
бе/ споCиванн; енергiї. Проте /акон /береCенн; енергiї не порушуєт,с; двигуном, ;кий виконує робо-

ту, перетвор88чи воду на лiд. Такий “вiчний двигун другого роду”, бе/умовно, вирiшив би енергетичнi

проблеми свiту, але вiн викл8чаєт,с; другим /аконом термодинамiки. СпостереCенн;, що природний на-

пр;мок потоку тепла - вiд гар;чих тiл до бiл,ш холодних, є сутт8 другого /акону термодинамiки. Iснує
р;д рi/них формул8ван, другого /акону, наприклад, такi два твердCенн;:

Source

Engine

QH QH

W W

QCQC

Sink

Refrigerator

Ice-box

Exhaust

Рис. 0.0.21. Iдеалi5ований двигун та холодил7ник.
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Q

Q

W

QH – QC

hot

cold

C

QH

Engine

QC = Q

= KW

hot

Рис. 0.0.22. Машина, що порушує тверд>енн2 Клау5iуса C̄, мо>е бути 5’єднана 5 двигуном,

в ре5ул7татi чого вийде комбiнований пристрiй K̄, що порушує тверд>енн2 Кел7вiна.

Q
hot

QH 

Refrigerator

QC

=

hot

cold

C K
W

QH - Q

QC

Рис. 0.0.23. Машина, 2ка порушує тверд>енн2 Кел7вiна K̄, мо>е бути 5’єднана 5 холо-

дил7ником, що при5веде до порушенн2 5атверд>енн2 Клау5iуса C̄.

• Тверд5енн6 Кел9вiна: немо4ливий 4одний процес, єдиним ре/ул,татом =кого бу-

ло б повне перетворенн= тепла на роботу.

• Тверд5енн6 Клау)iуса: немо4ливий процес, єдиним ре/ул,татом =кого є передача

тепла вiд бiл,ш холодного тiла до бiл,ш гар=чого.

Перше твердCенн; викл8чає iдеал,ний двигун, друге – iдеал,ний холодил,ник. Оскiл,ки ми бу-

демо використовувати обидва твердCенн;, спочатку покаCемо, що вони є еквiвалентними. Дока)
еквiвалентностi твердCен, Кел,вiна та Клау/iуса пол;гатиме в демонстрацiї того, що ;кщо порушено
одне / них, то порушено й iнше.

(a) Припустимо, що iснує машина, ;ка порушує твердCенн; Клау/iуса, вiдвод;чи тепло Q / холоднiшої
областi в бiл,ш гар;чу. Тепер ро/гл;немо двигун, що прац8є мiC цими двома област;ми, що /абирає тепло
QH / гар;чiшої областi i скидає QC у бiл,ш холодну. Об’єднана система отримує QH − Q вiд гар;чого
дCерела, виконує роботу, рiвну QH − QC i скидає QC − Q в холодну област,. !кщо ми налаштуємо
потуCнiст, двигуна таким чином, щоб QC = Q, то в ре/ул,татi ми отримаємо двигун /i 100% ККД, що
суперечит, твердCенн8 Кел,вiна.

(b) Аналогiчно, припустимо, що iснує машина, ;ка порушує /акон Кел,вiна, прийма8чи тепло Q i

повнiст8 перетвор88чи його на роботу. Робота, виконана цiє8 машино8, моCе бути використана дл;
роботи холодил,ника, внаслiдок чого тепло передаєт,с; вiд холоднiшого тiла до гар;чiшого, що є пору-

шенн;м /акону Клау/iуса.
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§7.2. Двигуни Карно i термодинамiчна температура

Двигун Карно - це буд,-=кий двигун, =кий є оборотним, працEє в циклi, при ц,ому всi те-

плообмiни вiдбуваEт,с= /а температури д4ерела TH i температури поглинача TC.

Оборотний процес - це процес, ;кий моCна /апустити у /воротному напр;мку у часi, просто помiн;вши
мiсц;ми його входи та виходи. Це термодинамiчний еквiвалент руху бе/ терт; у механiцi. Оскiл,ки обо-

ротнiст, у часi передбачає рiвновагу, оборотне перетворенн; має бути ква/iстатичним, але /воротне не
обов’;/ково вiрно (наприклад, ;кщо iснує диссипацi; енергiї чере/ терт;). Двигун, що прац8є /а циклом,

повертаєт,с; до свого початкового внутрiшн,ого стану в кiнцi процесу. Вiдмiнно8 особливiст8 двигуна
Карно є те, що теплообмiн i/ навколишнiм середовищем вiдбуваєт,с; лише /а двох температур.

Нул,овий /акон до/вол;є вибрати двi i/отерми при температурах TH i TC дл; цих теплообмiнiв. Дл;
/авершенн; циклу Карно ми повиннi /’єднати цi i/отерми оборотними адiабатичними шл;хами у просторi

координат. Оскiл,ки тепло не є функцiє8 стану, ми не /наємо, ;к /будувати такi шл;хи в /агал,ному
випадку. На щаст;, на даний момент у нас достатн,о iнформацiї, щоб побудувати двигун Карно, ;кий
використовує iдеал,ний га/ ;к внутрiшнiй робочий матерiал. Дл; демонстрацiї обчислимо адiабатичнi

кривi дл; iдеал,ного одноатомного га/у / внутрiшн,о8 енергiє8

E =
3

2
NkBT =

3

2
PV.

У/довC ква/iстатичної траєкторiї

d̄Q = dE − d̄W = d
#3
2
PV

$
+ PdV =

5

2
PdV +

3

2
V dP.

Тодi умова адiабатичностi d̄Q = 0 о/начає шл;х

dP

P
+

5

3

dV

V
= 0, ⇒ PV γ = const,

де γ = 5/3.

Адiабатичнi кривi чiтко вiдрi/н;8т,с; вiд i/отерм, i ми моCемо вибрати двi такi кривi дл; перетину
наших i/отерм, /авершу8чи цикл Карно. Припущенн; про те, що E ∝ T не є обов’;/ковим, i в одному
i/ /авдан,, наведених в кiнцi ц,ого ро/дiлу, ви побудуєте адiабатику дл; буд,-;кого E(T ). Насправдi,

аналогiчна побудова моCлива дл; буд,-;кої двопараметричної системи / E(J, x).

Теорема Карно: ^оден двигун, що прац8є мiC двома ре/ервуарами (при температурах TH i TC),

не є бiл,ш ефективним, нiC двигун Карно, що прац8є мiC ними.

QH

QC

W

TH

TC

Carnot engine

Рис. 0.0.24. Двигун Карно прац8є мi> температурами TH та TC , бе5 буд7-2ких iнших
теплообмiнiв.
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adiabatics (∆Q = 0)

isotherms

TC

TH

QH

QC

V

P

Рис. 0.0.25. Цикл Карно дл2 iдеал7ного га5у, i5отермiчний та адiабатичний шл2хи по5на-

ченi суцiл7но8 та пунктирно8 лiнi2ми, вiдповiдно.

QC

=

QH

QC QC – QC

QH – QHQH

TH

TC

WCE CE

′

′′

′

Рис. 0.0.26. Hвичайний двигун використовуєт7с2 дл2 роботи двигуна Карно у 5воротному
напр2мку.

Дока): Оскiл,ки двигун Карно є оборотним, вiн моCе прац8вати у /воротному напр;мку ;к холодил,-

ник. Використовуйте двигун не-Карно, щоб /апустити двигун Карно у /воротному напр;мку. По/начимо
теплообмiн мiC двигунами Карно i двигуном не-Карно чере/ QH , QC i Q′

H
, Q′

C
, вiдповiдно. Чистий

ефект двох двигунiв пол;гає у передачi тепла, що дорiвн8є QH −Q′
H

= QC −Q′
C

вiд TH до TC . ?гiдно /
твердCенн;м Клау/iуса, кiл,кiст, переданого тепла не моCе бути негативно8, тобто QH ≥ Q′

H
. Оскiл,ки

в ц,ому процесi витрачаєт,с; однакова кiл,кiст, роботи W , ми робимо висновок, що

W

QH

≤ W

Q′
H

, ⇒ ηКарно ≥ ηне-Карно.

!воротнє: всi оборотнi двигуни (Карно) ма8т, однакову унiверсал,ну ефективнiст, η(TH , TC),

оскiл,ки коCен / них моCе бути використаний дл; буд,-;кого iншого у /воротному напр;мку.
Термодинамiчна температурна шкала: ;к було пока/ано ранiше, принаймнi теоретично моCливо по-

будувати двигун Карно, використову8чи iдеал,ний га/ (або буд,-;ку iншу двопараметричну систему) ;к
робочу речовину.

Тепер ми бачимо, що не/алеCно вiд використовуваного матерiалу, ди/айну та конструкцiї, всi такi
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=

Q1

Q2T2
Q2

Q3T3

T1

W12

W23

W13 = W12 + W23

T1

T3

Q1

Q3

CE

CE

CE

Рис. 0.0.27. Два двигуни Карно, 5’єднанi послiдовно, еквiвалентнi трет7ому двигуну Карно.

циклiчнi та оборотнi двигуни ма8т, один i той Cе максимал,ний теоретичний ККД. Оскiл,ки цей макси-

мал,ний ККД /алеCит, вiд двох температур, його моCна використовувати дл; побудови температурної
шкали. Така температурна шкала має ту привабливу властивiст,, що не /алеCит, вiд властивостей буд,-

;кого матерiалу (наприклад, iдеал,ного га/у). Дл; побудови такої шкали спочатку отримаємо обмеCенн;
на форму ηTH , TC . Ро/гл;немо два послiдовно прац88чих двигуна Карно, один / ;ких прац8є мiC тем-

пературами T1 i T2, а iнший мiC T2 i T3 (T1 > T2 > T3). По/начимо теплообмiн та роботу, що виробл;єт,с;
двома двигунами, вiдповiдно Q1, Q2, W12 та Q2, Q3, W23. ?вернiт, увагу, що тепло, ;ке вiдводит,с; першим
двигуном, /абираєт,с; другим, так що їх сумарна дi; це такоC двигун Карно (оскiл,ки коCен компонент
оборотний) / теплообмiнами Q1, Q3 та робото8 на виходi W13 = W12 +W23.



Тема 8. Ентропi9

§8.1. Ефективнiст0 теплових двигунiв
Використову8чи унiверсал,ний ККД, три теплообмiни пов’;/анi мiC собо8 рiвн;нн;ми:

2
334

335

Q2 = Q1 −W12 = Q1[1− η(T1, T2)],

Q3 = Q2 −W23 = Q2[1− η(T2, T3)] = Q1[1− η(T1, T2)][1− η(T2, T3)],

Q3 = Q1 −W13 = Q1[1− η(T1, T3)].

(0.0.23)

Порiвн;нн; двох останнiх вира/iв дає

[1− η(T1, T3)] = [1− η(T1, T2)][1− η(T2, T3)].

? цiєї властивостi випливає, що 1 − η(T1, T2) моCна /аписати ;к вiдношенн; виду f(T2)/f(T1), що /а
домовленiст8 дорiвн8є T2/T1, тобто,

1− η(T1, T2) =
Q2

Q1
≡ T2

T1
, ⇒ η(TH , TC) =

TH − TC

TH

.

Це рiвн;нн; ви/начає температуру / точнiст8 до константи пропорцiйностi, ;ка /нову /адаєт,с; вибором
потрiйної точки води, л,оду та пари - 273,16 К. Досi ми використовували символи Θ i ;к в/аємо/амiннi.

Насправдi, виконавши цикл Карно дл; iдеал,ного га/у, моCна довести, що шкали iдеал,ного га/у i тер-

модинамiчної температури еквiвалентнi. Очевидно, що термодинамiчна шкала не є корисно8 / практичної
точки /ору; ї ї перевага концептуал,на, оскiл,ки вона не /алеCит, вiд властивостей буд,-;кої речовини.

Усi термодинамiчнi температури по/итивнi, оскiл,ки, вiдповiдно до рiвн;нн; (1.22), тепло, що видiл;єт,с;
при температурi T, пропорцiйно їй. !кби iснувала негативна температура, то двигун, що прац8є мiC не8
i по/итивно8 температуро8, вит;гував би тепло / обох ре/ервуарiв i перетвор8вав би /агал,ну суму в
роботу, що є порушенн;м другого /акону у твердCеннi Кел,вiна.

§8.2. Теорема Клау:iуса

Щоб остаточно побудувати функцi8 стану, пов’;/ану / температуро8, /вернемос; до наступної теоре-
ми:

Теорема Клау)iуса: дл= буд,-=кого циклiчного перетворенн= (оборотного чи не/воротно-

го), d̄Q/T ≤ 0, де d̄Q - /бiл,шенн= тепла, що пiдводит,с= до системи при температурi

T.

Ро/дiлiт, цикл на серi8 нескiнченно малих перетворен,, у ходi ;ких система отримує енергi8 у ви-

гл;дi тепла d̄Q i роботи d̄W . Система не обов’;/ково повинна бути рiвноваCно8 в коCному iнтервалi.

59
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dWE
–

dQR

T

T0

dQ–
dW–

CE
System

Рис. 0.0.28. Теплообмiн системи, спр2мований на двигун Карно 5 ре5ервуаром 5а темпера-

тури T0.

Направте всi теплообмiни системи в один порт двигуна Карно, ;кий має iнший ре/ервуар i/ фiксовано8
температуро8 T0. (МоCливо, бiл,ше одного двигуна Карно, ;кщо всi вони ма8т, один кiнец,, /’єднаний
/ T0).

Оскiл,ки /нак d̄Q не /аданий, двигун Карно повинен /робити серi8 нескiнченно малих циклiв у буд,-

;кому напр;мку. Щоб передати тепло d̄Q системi на певному етапi, двигун повинен вит;гти тепло d̄QR /
фiксованого ре/ервуара. !кщо тепло пiдводит,с; до частини системи, ;ка локал,но має температуру T ,

то вiдповiдно до рiвн;нн;,

d̄QR = T0
d̄Q

T
.

Пiсл; /авершенн; циклу система та двигун Карно поверта8т,с; у початковий стан. Чистий ефект
комбiнованого процесу пол;гає у вилученнi тепла QR =

6
d̄QR i/ ре/ервуара i перетворенн; її у /овнiшн8

роботу W . Робота W = QR - це сума роботи, що виконана двигуном Карно, та роботи, що виконана
системо8 /а повний цикл. ?гiдно / формул8ванн;м Кел,вiна другого /акону термодинамiки, QR = W ≤ 0,

тобто,

T0

7
d̄Q

T
≤ 0, ⇒

7
d̄Q

T
≤ 0,

оскiл,ки T0 > 0. ?ауваCимо, що T у ц,ому рiвн;ннi вiдносит,с; до температури всiєї системи лише дл;
ква/iстатичних процесiв, у ;ких вона моCе бути одно/начно ви/начена прот;гом ус,ого циклу. В iншому
випадку це просто локал,на температура у мiсцi (скаCiмо, на границi системи), де двигун Карно скидає
тепло.

§8.3. Термодинамiчне ви:наченн7 ентропiї
Ро/гл;немо наслiдки теореми Клау/iуса:

1. Дл; оборотного циклу
6
d̄Qrev/T = 0, так ;к при виконаннi циклу у /воротному напр;мку d̄Qrev →

−d̄Qrev, а /а наведено8 вище теоремо8 d̄Qrev/T одночасно невiд’ємний i непо/итивний, отCе, дорiвн8є
нул8. ? ц,ого ре/ул,тату випливає, що iнтеграл d̄Qrev/T мiC буд,-;кими двома точками A i B не /алеCит,
вiд шл;ху, оскiл,ки дл; двох шл;хiв (1) i (2)

,
B

A

d̄Q
(1)
rev

T1
+

,
A

B

d̄Q
(2)
rev

T2
= 0,⇒

,
B

A

d̄Q
(1)
rev

T1
=

,
B

A

d̄Q
(2)
rev

T2
.

2. Використову8чи останнє рiвн;нн;, ми моCемо побудувати ще одну функцi8 стану – ентропiE S.

Оскiл,ки iнтеграл не /алеCит, вiд шл;ху i /алеCит, лише вiд двох кiнцевих точок, ми моCемо це /аписати
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(a)
A

B1

2
(b)

B

A

–

dQrev

dQ

(c)

Рис. 0.0.29. (a) Hворотний цикл. (b) Два оборотнi шл2хи мi> A i B. (c) Цикл, утворений
i5 5агал7ного шл2ху мi> A i B i оборотного.

;к

S(B)− S(A) ≡
,

B

A

d̄Qrev

T
.

Дл; оборотних процесiв ми тепер моCемо обчислити теплоту ;к d̄Qrev = TdS. Це до/вол;є нам побудувати
адiабатичнi кривi дл; /агал,ної (багатомiрної) системи /а умови сталостi S. ?ауваCимо, що рiвн;нн;
ви/начає ентропi8 лише / точнiст8 до /агал,ної константи.

3. Дл; оборотного (отCе, ква/iстатичного) перетворенн;, d̄Qrev = TdS та d̄W =
"

i
Jidxi, i / першого

/акону термодинамiки випливає

dE = d̄Q+ d̄W = TdS +
!

i

Jidxi.

Ми бачимо, що у ц,ому рiвн;ннi S i T виступа8т, ;к сполученi /мiннi, причому S грає рол, пе-
ремiщенн;, а T - вiдповiдної сили. Це ототоCненн; до/вол;є /робити вiдповiднiст, мiC механiчним i

тепловим обмiнами бiл,ш точно8, хоча ми повиннi пам’;тати, що на вiдмiну вiд механiчного аналога, тем-

пература /авCди по/итивна. Хоча дл; отриманн; ц,ого рiвн;нн; нам довелос; /вернутис; до оборотних
перетворен,, ваCливо наголосити, що це спiввiдношенн; мiC функцi;ми стану. Це рiвн;нн;, ймовiрно, є
найбiл,ш фундаментал,но8 та корисно8 тотоCнiст8 у термодинамiцi.

4. Число не/алеCних /мiнних, необхiдних дл; опису термодинамiчної системи, такоC випливає / ц,ого
рiвн;нн;. !кщо iснує n способiв /дiйсненн; роботи над системо8, представлених n сполученими пара-

ми Ji, xi, то дл; опису системи необхiдно n + 1 не/алеCних координат. (Ми нехтуватимемо моCливими
обмеCенн;ми мiC механiчними координатами). Наприклад, ;кщо в ;костi координат вибрати (E, xi), то
/ рiвн;нн; випливає, що

∂S

∂E

1111
x

=
1

T
та

∂S

∂xi

1111
E,xj ∕=i

= −Ji
T
.

(x та J - скороченi по/наченн; дл; наборiв параметрiв xi та Ji).

5. Ро/гл;немо не/воротну /мiну вiд A до B. ?дiйснiт, повний цикл, повернувшис, вiд B до A оборотним
шл;хом. Тодi

,
B

A

d̄Q

T
+

,
A

B

d̄Qrev

T
≤ 0,⇒

,
B

A

d̄Q

T1
≤ S(B)− S(A).

У диференцiал,нiй формi це о/начає, що dS ≥ d̄Q/T дл; буд,-;кого перетворенн;. ?окрема, ро/гл;не-
мо адiабатичну i/ол;цi8 ни/ки пiдсистем, коCна / ;ких спочатку перебуває у рiвнова/i. Коли вони прихо-

д;т, у стан спiл,ної рiвноваги, оскiл,ки чисте d̄Q = 0, ми повиннi мати S ≥ 0. Таким чином, адiабатична
система дос;гає максимал,ного /наченн; ентропiї в рiвнова/i, оскiл,ки спонтаннi внутрiшнi /мiни моCут,
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2
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1

4

Рис. 0.0.30. Спочатку i5ол7ованi пiдсистеми набува8т7 мо>ливiст7 в5аємодi2ти, що при-

5водит7 до 5бiл7шенн2 ентропiї.

тiл,ки /бiл,шити S. Напр;м /бiл,шенн; ентропiї, таким чином, вка/ує стрiлу часу та шл;х до рiвноваги.

Механiчним аналогом є матерiал,на точка, ро/ташована на поверхнi, на ;ку дiє сила т;Ciнн;, що спр;мо-

вана вни/. У мiру /н;тт; рi/них обмеCен, частинка буде скатуватис; у мiсц; i/ меншо8 висото8. Таким
чином, твердCенн; про /бiл,шенн; ентропiї не бiл,ш /агадкове, нiC спостереCенн; про те, що пiд дiє8
сили т;Ciнн; предмети прагнут, впасти вни/!


