Лекция 4.
R-ФУНКЦИИ В АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ

Сложный геометрический объект и его аналитическое описание

Аналитическая геометрия, в основе которой лежит предложенный Р.Декартом (1596-1650) метод координат, возникла на стыке геометрии и математического анализа и оказала существенное влияние на развитие не только этих, но и многих других наук, связанных с необходимостью совместной переработки разнородной (геометрической и аналитической) информации.


Характерным объектом изучения в аналитической геометрии является пара 
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 — точка в  n-мерном евклидовом пространстве 
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 — геометрический объект (ГО) в 
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, представляющий собой геометрическое место точек, в которых 
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 или, что то же самое, множество решений уравнения 
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. Простейшими примерами таких пар являются:
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{прямая, отсекающая по осям координат отрезки 
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[image: image13.wmf]p

 к которой, опущенный из начала координат, наклонен к оси абсцисс под углом 
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  {окружность радиуса 
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 с центром в начале координат}.


Нетрудно заметить, что приведенные слева функции однозначно определяют указанные справа ГО. Обратное же неверно. Например, прямая, отсекающая по осям координат отрезки 
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, может быть задана не только уравнением  
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 и т.п., а для окружности можно написать такие уравнения:
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Уже эти простые примеры показывают, что отыскание ГО по заданной функции (прямая задача аналитической геометрии) представляет собой задачу, имеющую однозначное решение, в то время как построение уравнения 
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 по заданному ГО 
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 (обратная задача аналитической геометрии) приводит к бесчисленному множеству решений (пучку функций, равных нулю на 
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 и отличных от нуля вне 
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). Отметим, что задача построения уравнения заданного ГО является задачей построения математической модели ГО. В дальнейшем вместо часто употребляемых терминов «линия», «чертеж», «фигура», «тело», «локус», «точечное множество» будем использовать именно термин «геометрический объект». На интуитивном уровне этот термин будем понимать как нечто в 
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Если же мы захотим, чтобы между указанными выше парами

{функция 
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существовало взаимно однозначное соответствие, то должны будем рассмотреть также некоторые дополнительные условия, удовлетворение которым позволило бы выделить из множества возможных решений обратной задачи аналитической геометрии единственное. 


В первую очередь разберемся  с одним широко распространенным заблуждением. Часто говорят, что уравнение 
[image: image31.wmf](

)

f

x

y

,

=

0

 определяет на плоскости некоторую линию, а уравнению 
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 соответствует в пространстве поверхность. Но рассмотрим уравнение 
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Выражение в первой круглой скобке тождественно равно нулю внутри круга единичного радиуса с центром в начале координат, во второй скобке — на биссектрисах координатных углов, а в третьей — лишь в точке 
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. Мы видим, что этому уравнению  соответствует геометрический объект, изображенный на рис.2.
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Рис.2.

Согласитесь, его трудно назвать линией, поскольку он состоит из элементов различной размерности: круга, прямых и точки.

Понятие ГО является фундаментальным для теории R-функций.
Ссылясь на повседневный опыт, можно говорить о таких сложных ГО, как усеченный конус с цилиндрическим отверстием, двутавровая балка, поршень двигателя внутреннего сгорания и т.д. Это реальные объекты, с которыми приходится иметь дело на практике, и возможность их наглядного изображения обычно не вызывает сомнений. Такого рода объекты в большинстве случаев можно представить в виде того или иного наглядного изображения (графика, рисунка) на бумаге или, скажем, изготовить его пространственную модель. 


При этом одной из важнейших задач будет разработка таких методов, которые позволили бы для всякого объекта 
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 написать уравнение вида 
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 — заданное число раз непрерывно дифференцируемая функция), удовлетворяющееся в тех и только в тех точках пространства (в двумерном случае — плоскости), которые принадлежат 
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 (“написать уравнение или неравенство” здесь означает требование чтобы 
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 была 

-реализуемой). 


Обычно принято считать, что открытая область — это множество, каждую точку которого можно окружить некоторой окрестностью, состоящей из элементов данного множества. Если к этой области присоединить все ее точки соприкосновения, то полученное множество принято называть замкнутой областью. Привычно открытую область задавать неравенствами вида 
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 или 

, а замкнутую — 

 или 

. Однако легко показать, что если некоторый ГО определяется неравенством 

 или 

, то его можно задать также уравнением 

 или 

. И наоборот, ГО, определенный уравнением 

, может быть задан неравенством 



 EMBED Equation.2  
или 

. Это означает, что линию можно задать не только непрерывным уравнением, но и  непрерывным неравенством, а область задать не только непрерывным неравенством, но и непрерывным уравнением. Поэтому мы будем употреблять наряду с термином «ГО» и следующие термины: «область», если ГО задается неравенством; «линия», если ГО задается уравнением (независимо от того, чем он является на самом деле). Простые ГО 
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, участвующие в формировании 

, мы будем называть опорными областями, опорными ГО, примитивами. Термин “область” будем использовать и для 

. Легко доказать, что в этом случае соответствующие геометрические объекты являются замкнутыми множествами. 


Уравнение 

 может определять ГО, состоящий из элементов различной размерности.
Есть еще одно важное обстоятельство, которое влияет на выбор множества допустимых функций: необходимо, чтобы имелась возможность фактического построения уравнений рассматриваемых ГО. 


Со времен Декарта такая задача самостоятельно ставилась и решалась лишь для небольшого числа наиболее простых геометрических форм: прямой, плоскости, окружности, конических сечений, сферы и некоторых других объектов. Между тем, в математике и ее приложениях есть много различных задач, в которых требуется строить уравнения для ГО весьма сложного вида, например при расчете физико-механических полей различной природы в сложных областях, оптимальном раскрое и геометрической миниатюризации аппаратуры, распознавании зрительных образов, в математическом программировании и др.


Чтобы можно было фактически написать уравнение 
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 для данного ГО, необходимо точно определить, что означают слова “написать уравнение” и “данный ГО”. Для написания какого-нибудь конкретного уравнения вида 
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 надо, очевидно, располагать некоторой системой конструктивных средств для записи функции 

. Введенное понятие 

-реализуемой функции — достаточно хорошая для этой цели формализация. Впредь, когда  речь будет идти о построении какой-либо функции, будем подразумевать, что в нашем распоряжении есть некоторая система 

 функций (“операций”), для обозначения которых введена определенная символика, а рассматриваемые функции являются их суперпозициями. 


Заметим, что среди упоминавшихся функциональных множеств  требованию 

-реализуемости удовлетворяет лишь множество 
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 целых рациональных функций: каждая такая функция может быть представлена в виде суперпозиции 
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 соответствует множество 
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 ГО, описываемых уравнениями 
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 и называемых алгебраическими. Cоответствующее множеству 
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 множество 
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 алгебраических ГО вполне определяется заданием базисной системы 

 и в конечном счете все свойства алгебраических ГО определяются свойствами системы 

.

Однако множество алгебраических ГО весьма «бедно». Оно не содержит, например, таких ГО, как прямоугольник, двутавр и т.д. Правда, существует принципиальная возможность аппроксимации сложных ГО алгебраическими (это следует из известной теоремы Вейерштрасса о приближении непрерывных функций полиномами), но сама по себе реализация её весьма сложная проблема. То же можно сказать и относительно известной теоремы о возможности сколь угодно хорошей аппроксимации замкнутых кривых на плоскости лемнискатами (т.е. также алгебраическими кривыми ).


В ряде работ используется понятие полуалгебраического множества (полуалгебраического ГО). К числу полуалгебраических относятся  ГО, точки которых удовлетворяют конечным системам алгебраических уравнений и неравенств, а также  объединения конечного числа таких ГО. Множество полуалгебраических ГО обозначим 
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Множество полуалгебраических ГО 
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 существенно более широкое, чем множество алгебраических. Например, квадрат, ломаная линия, усеченный конус и другие принадлежат, очевидно, множеству полуалгебраических ГО. Однако то, что при таком подходе ГО задаются не одним уравнением вида 

, а системами систем уравнений и неравенств — серьезный конструктивный недостаток, проявляющийся в тех случаях, когда требуется учитывать геометрическую информацию единым аналитическим уравнением. Такая традиционная фраза, применяемая при задании таких объектов, как, например, “фигура, ограниченная линиями 

”,  не вполне удачна. Так, если сказать, что “пятиугольник задан уравнениями сторон 

”, то совершенно неясно, какой из пятиугольников, изображенных на рис.2.1, имеется в виду. И требуются некоторые дополнительные комментарии (например, что многоугольник выпуклый), к которым трудно применить формальный математический аппарат.
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Рис.2.1.

Возникает вопрос:  нельзя  ли  и  такие  ГО,  как полуалгебраические, задавать одним уравнением, подобно тому, как это можно сделать для прямых, окружностей, эллипсоидов и других линий и поверхностей? Ясно, что решение этого вопроса следует искать на пути расширения базисной системы 
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. На первый взгляд этот путь может показаться неперспективным. Ведь если даже при использовании операций сложения, умножения и констант задача изучения соответствующих ГО — алгебраических линий и поверхностей — оказалась весьма сложной, то насколько сложнее она станет при добавлении к сложению и умножению еще каких-нибудь операций! Однако, как увидим далее, это дело совсем не безнадежное.  Необходимо иметь в виду, что в рассматриваемой задаче речь идет не о предложении каких-нибудь новых средств для изучения ГО, описываемых заданными уравнениями, а о том, чтобы строить уравнения для уже заданных ГО. 


Более широким конструктивно заданным множеством, чем множество 
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 целых рациональных функций, является множество 
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 элементарных функций — суперпозиций системы 
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, определяемый элементарным уравнением 
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, где 
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 — непрерывная функция, будем называть элементарным  ГО. Множество элементарных ГО обозначим 
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По аналогии с множеством полуалгебраических ГО введем множество полуэлементарных ГО 
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, которое включает точечные множества, удовлетворяющие системам элементарных уравнений и неравенств, и конечные объединения таких множеств. На плоскости, например, к числу полуэлементарных принадлежат не только ГО, составленные из кусков алгебраических кривых, но и из синусоид, тангенсоид, логарифмических и любых других элементарных кривых.

Может показаться, что по аналогии с множеством алгебраических ГО 
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, для которого множество полуалгебраических ГО 
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 оказалось существенно более широким, множество полуэлементарных ГО 
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 также шире множества элементарных ГО 
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 и включает точечные множества, удовлетворяющие системам элементарных уравнений и неравенств, а также конечные объединения таких множеств.


В работах В.Л.Рвачева и его учеников показано, что всякий полуэлементарный ГО является элементарным. Таким образом,
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 Дело в том, что множество 
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 содержит функции с «логическим зарядом», а именно R-функции, которые и позволили решить обратную задачу аналитической геометрии. В частности, это означает, что символов основных элементарных функций, арифметических операций и констант достаточно для того, чтобы написать, например, уравнение поверхности настольной лампы или днища корабля, если считать, что последние представляют собой объединение кусков плоскостей, сфер, конусов, цилиндров и других элементарных поверхностей. 

 Предикатное задание сложных геометрических объектов

Диаграммы Эйлера-Венна часто используют для построения сложных ГО. Как уже отмечалось, некоторые ГО рассматриваются как простые (опорные) и задаются с помощью характеристических функций, которые по определению считаются равными единице в точках объекта и нулю вне его. Пусть 
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 есть характеристические функции ГО 
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 (обозначим их той же буквой), а 
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(2.2)

называемое предикатным уравнением, определяет некоторый объект 

, который называется сложным.  Задание ГО в виде (2.2) называется предикатным. Данные простые объекты 

 играют роль строительного материала, а формула (2.2) определяет логику построения сложного объекта 

 из простых


 Формирование сложной области 
[image: image77.wmf]W

 из простых областей 
[image: image78.wmf]i
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 будет основной задачей в предикатном описании сложных объектов. После введения R-функций эта задача станет играть роль стандартной вспомогательной процедуры, предшествующей построению уравнений сложных ГО в том смысле, какой принят в аналитической геометрии. Она будет использована не только для построения уравнений границ областей, но и для построения ГО, состоящих, подобно изображенному на рис.2 введения, из  элементов различной размерности.
Рассмотрим полную систему  булевых операций  
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Покажем на конкретных примерах некоторые особенности решения этой задачи.
Аналит.геом. не рассматривает знак функций: окружность, полоса, прямая. Дать примеры, показать смену знака. Где плюс берем 1 где минус 0.
         Пример. Пусть даны простые (опорные) области:
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 — вертикальная полоса между прямыми 
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 — горизонтальная полоса между прямыми 
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 — вертикальная полоса между прямыми 
[image: image85.wmf]c

x

±

=

,

[image: image86.wmf](

)

0

2

2

2

³

-

=

S

y

d

 —  горизонтальная полоса между прямыми 
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а сложный ГО 

 определяется логической формулой
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(2.10)

Нетрудно заметить, что этот ГО является крестообразной  областью, изображенной на рис.2.4, при условии, что 
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Рис.2.4.


Выше были заданы опорные области и логическая формула, определяющая сложный ГО. Однако чаще задача ставится так: задан сложный ГО, надо выбрать опорные (простые) области и построить соответствующую логическую формулу. В приведенном примере сама форма крестообразной области, если считать ее заранее известной, подсказывает, что в качестве опорных областей надо выбрать полосы 
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, а в качестве логической формулы — (2.10). Однако это не всегда так. Задача выбора опорных ГО и логической формулы может оказаться значительно сложнее. Рассмотрим вначале пример.

Пример. ГО на рис.2.5 ограничен сплошной линией. Надо выбрать опорные области и построить логическую формулу. На первый взгляд все кажется очень простым. 
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Рис.2.5.
Действительно, граница ГО состоит из участков границ трех ГО: 
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, поэтому логичным представляется ограничиться этими ГО. Оказывается, однако, что не существует такой булевой функции 
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, которая определяет рассматриваемый ГО. Действительно, точки 
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 и 
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 находятся в одинаковом логическом отношении к ГО  
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, а именно: первым двум из них они принадлежат, а третьему — нет. Значит, формула 
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, если бы такая существовала для ГО 
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, в обеих этих точках принимала бы одинаковые значения, что невозможно. Следовательно, для построения предиката указанных опорных ГО недостаточно, и необходимо к ним добавить некоторый ГО, отделяющий точки типа 
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 от точек типа 
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.  Например, в качестве такого дополнительного опорного ГО можно взять полуплоскость, расположенную левее прямой, определяемой точками 
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Можно также взять ГО 
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, расположенный вне окружности радиуса 
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 с центром в точке 
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. И в одном, и в другом случаях логическая формула будет иметь вид 
[image: image108.wmf](

)

(

)

1

3

4

2

1

=

S

Ú

S

Ù

S

Ù

S

=

W

. То есть, фактически мы сначала построили область, изображенную на рис.2.6: а — в случае, когда 
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 — полуплоскость; б — в случае, когда 
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 — окружность, а затем “добавили” 
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Рис.2.6.
        Пример.  Рассмотрим область, ограниченную дугами трех окружностей и построим предикат
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(2.11)         

Однако, при указанном на рис.2.7 расположении кругов, маленький криволинейный треугольник, расположенный в области 

, не будет ей принадлежать, поскольку его точки находятся в таком же логическом отношении к области  

, определяемой формулой  (2.11), как и внешние точки.       
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Рис.2.7.

Следовательно, необходимо ввести дополнительную область 
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 (например, такую, какая отмечена на рис.2.7 жирной линией), которая отделяла бы точки этого треугольника от точек, внешних по отношению к 

. После этого предикат для 

 можно написать в виде 
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Построим предикатное уравнение следующего ГО.
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Строим поэтапно.
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Домашнее задание. Пользуясь заданными опорными функциями, построить предикатное уравнение.
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 — треугольник.
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 — круг с треугольным вырезом.
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 — левый уголок.
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 — окончательно. Однако, можно выражение упростить, пользуясь правилом  Де-Моргана.
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