Лекция 8.

Понятие  структуры решения. Структуры решения основных типов краевых задач для уравнений второго порядка. Методы нахождения неопределенных компонент
Математические модели силовых, деформационных, температурных, электростатических и электродинамических, гидродинамических и др. полей, как правило, имеют вид
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где 
[image: image2.wmf]A

 и 
[image: image3.wmf]i
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 — операторы, действующие, соответственно, внутри области 
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 и  на её граничных участках 
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 (не обязательно различных), 
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 и 
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j

 —  известные функции (возбудители поля), а  
[image: image8.wmf]u

 —  искомая функциональная компонента. В зависимости от характера рассматриваемых физических полей,  
[image: image9.wmf]u

 может быть скаляром (температура, электрический или магнитный потенциал, функция тока), вектором  (скорость, напряженность электрического или магнитного поля), тензором (деформация, напряжения) или иметь более сложный характер. Так, например, в задачах термомеханики, магнитной гидродинамики, электроупругости и многих других необходимо одновременно рассматривать поля различной физической природы, находящиеся  во взаимодействии между собой. В соответствии с этим  (3.29) может представлять собой систему уравнений. Оператор 
[image: image10.wmf]A

 аккумулирует  основные физические законы, управляющие рассматриваемыми полями, и представляет их  в математической форме. Так, например, законы электромагнетизма, экспериментально установленные Фарадеем, приобрели форму известных уравнений Максвелла в их математической постановке; закон Гука в комбинации с классическим законом Ньютона формализованы в виде уравнений Ламе относительно перемещений или Бельтрами-Митчелла относительно напряжений. Характер физического поля зависит, однако, не только от этих физических законов, но также от формы областей, в которых эти поля возбуждаются, формы граничных участков, законов взаимодействия тела, содержащегося в области  
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, с внешней средой. Эти законы могут быть различными; например, теплообмен может осуществляться по линейному закону Ньютона 
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 или нелинейному — Стефана-Больцмана 
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. В теории пластин и оболочек форма оператора 
[image: image14.wmf]i
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 определяется характером закрепления (свободное опирание, свободный край, жесткое или упругое защемление). К числу граничных условий могут также быть отнесены условия на линиях или поверхностях разрывов физических характеристик (при наличии трещин, тонких включений, врезов, для композитных материалов).

Во многих случаях операторы 
[image: image15.wmf]A

 и 
[image: image16.wmf]i
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 могут иметь и другую природу (интегральную, интегро-дифференциальную, комбинированную). Известно, что дифференциальные уравнения часто являются необходимым условием экстремума функционала и математическая модель (3.29) может быть заменена вариационной. Естественно, что чем более точно математическая модель отражает реальные физические процессы, тем  она сложнее и тем сложнее из системы (3.29) извлечь искомые функциональные компоненты.


Среди трудностей, возникающих в процессе построения математических моделей, имеется одна специфическая, связанная с построением функций с заданными свойствами на заданных ГО. Суть этой трудности заключается в том, что в модели (3.29) присутствуют два разнородных вида информации: аналитическая (
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, 
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 и 
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) и геометрическая (форма 
[image: image21.wmf]W

 и 
[image: image22.wmf]i
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). Любой метод решения краевой задачи должен совместно перерабатывать оба вида информации, что требует преобразования геометрической информации к аналитическому виду.


В таких классических методах, как метод разделения переменных или метод интегральных преобразований, форма областей и участков их границ учитывается путем удачного выбора координатных систем, в методе конформных отображений — при построении отображающей функции, в вариационных методах — удачным выбором координатных последовательностей. В методах сеток и конечных элементов граничная информация учитывается путем рассмотрения узлов, близких к границе, то есть на дискретном уровне. В RFM учет геометрической информации осуществляется более ясно и достаточно просто. Так, например, решение краевой задачи Дирихле, в которой заданы граничные значения искомой функции  
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, заведомо содержится в пучке, представленном формулой  
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Однако в постановке краевых задач могут быть заданы на границе не значения функций или их частных производных, а некоторые выражения, их содержащие. Примерами таких условий являются упомянутые выше условия теплообмена Ньютона или Стефана-Больцмана.  В таких случаях появляется проблема построения так называемых структур решения (GSS — General Structure of Solution).

Определение. Формула 
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 — элемент некоторого множества 
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, называется структурой решения (GSS), учитывающей условия 
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В общем случае GSS имеют вид
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(3.30)

где 
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. В круглых скобках перечисляются все те факторы, на основании  которых строятся операторы 
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, а в квадратных — те, на которые они воздействуют, при этом они строятся так, чтобы при любом выборе 
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 удовлетворялись те или иные условия  краевой задачи (3.29). 


В тех  редких случаях, когда удаётся удовлетворить всем этим условиям, получаем точное решение; если  это удовлетворение понимается в некотором обобщенном смысле, то решение оказывается приближенным. 


В частном случае, когда формула (3.30) удовлетворяет лишь уравнению 
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В этом случае неопределенные компоненты 
[image: image40.wmf]F

 должны выбираться из условия удовлетворения  
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. Применяемые для этой цели методы принято называть методами типа Трефтца. Однако общими решениями можно воспользоваться лишь в немногих случаях, для немногих типов уравнений (например, уравнений Лапласа, Пуассона, некоторых классических задач механики, электростатики и т.д.). Поэтому в МКЭ и RFM в большинстве случаев применяют структуры, удовлетворяющие всем (общие GSS) или части (частичные GSS) граничных условий, то есть GSS  вида
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Естественно, чем сложнее краевые условия, тем сложнее вид GSS. Особенно часто встречаются так называемые краевые задачи смешанного типа, когда на одной части границы заданы граничные условия одного типа,  на другом — другого и т.д.


Во многих научно-технических проблемах возникает необходимость построения таких функций, которые обладают заданными свойствами на заданных границах. К числу таких проблем можно отнести задачи интерполяции и интерлокации, возникающие в многочисленных приложениях, связанных с обработкой результатов эксперимента, продолжением граничных значений функций внутрь области, восстановлением физических закономерностей в условиях неполной информации о них и т.п. Но особенно актуальной является эта проблема для краевых задач математической физики, моделирующих поля различной физической природы. 
Рассмотрим GSS для различных типов граничных условий.
1. Краевая задача Дирихле  
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GSS, как показано Л.В.Канторовичем, имеет  вид 
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2. Краевая задача Неймана 
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 Продолжим граничные условия внутрь области: 
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3.Краевая задача третьего типа 
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Продолжим граничные условия внутрь области: 
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4. Краевая задача смешанного типа. 
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î

ï

í

ì

j

=

+

¶n

¶

j

=

W

¶

W

¶

.

;

2

1

2

1

hu

u

u




Рассмотрим  два способа построения GSS.

Первый способ. Представим 
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Тогда 
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. Продолжим граничные условия внутрь области: 
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Заметим, что при 
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 получим структуру для смешанной задачи вида  
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Второй способ. Воспользуемся для каждого участка границы своей структурой: 
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 — произвольные функции (неопределенные компоненты GSS),  а 
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Для подавляющего большинства приближенных методов характерно сведение бесконечномерной задачи к конечномерной. В данном случае это достигается представлением входящей в GSS неопределенной компоненты 
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 в виде полинома 
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 или другого аналогичного пространства, то в качестве 
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 можно взять полиномы (степенные, тригонометрические, Чебышева, Лежандра, Эрмита и т.д.) или сплайны. Если подставим 
[image: image85.wmf]å

=

y

=

F

N

i

i

i

N

x

C

x

1

)

(

)

(

 в  GSS, то придем к формуле вида 
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Форма 
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 представления приближенного решения характерна не только для метода R-функций, но и практически для всех приближенных методов. Для вариационных методов, о которых в данном параграфе речь будет идти ниже, предоставляемая методом R-функций возможность построения формул такого вида для практически любых типов краевых условий и ГО означает преодоление основной трудности, возникающей при построении координатных функций.

Для нахождения неопределённых коэффициентов 
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Метод Ритца. Этот метод – один из наиболее употребительных. В нем краевая задача заменяется задачей о минимуме некоторого функционала 
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Если краевые условия линейны и однородны, то множество функций, удовлетворяющих им, образует линейное пространство 
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Действительно, если существует точное решение 
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Отсюда видно, что экстремум функционала 
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Приравняв нулю частные производные 
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называемую системой Ритца. Определитель этой системы отличен от нуля, если система 
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Для практического применения вариационных методов оказывается важным умение отличить естественные граничные условия от главных. Если порядок оператора 
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Покажем, что для уравнения 
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В силу условия 
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Будем рассматривать этот функционал на множестве всех дважды непрерывно дифференцируемых в 
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 функций, не предполагая, что эти функции удовлетворяют каким-либо краевым условиям, и пусть функция 
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Дифференцируя по 
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В силу произвольности функции 
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В качестве примера рассмотрим процесс построения функционала по методу Ритца для следующей краевой задачи:
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Перейдем к однородным краевым условиям: 
[image: image171.wmf]0

1

u

u

u

+

=

.


[image: image172.wmf]ï

ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

ï

í

ì

j

=

+

¶

¶

j

=

=

+

¶

¶

=

=

D

-

D

-

W

¶

W

¶

W

¶

W

¶

2

1

2

1

2

1

0

0

0

0

1

1

0

1

0

1

hu

n

u

u

hu

n

u

u

f

u

u

.
Воспользовавшись формулой Грина 
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Метод наименьших квадратов. Пусть функция  
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Необходимо выбрать постоянные 
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 так, чтобы получить невязку, наименее уклоняющуюся от нуля. 
Потребуем, чтобы квадрат нормы невязки по метрике
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был минимален. Соответствующая система уравнений для нахождения 
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Если, как это обычно необходимо делать на практике, для вычисления интегралов прибегнуть к некоторой квадратурной формуле 
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Эффективность использования структурных формул в сочетании с приведенными методами существенно зависит от выбора аппроксимирующих полиномов 
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существенно зависит характер приближения к решению краевой задачи. От последовательности 
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 системы алгебраических уравнений для определения постоянных 
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. Кроме того, вычисление каждого коэффициента матрицы 
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 состоит в вычислении интеграла не по всей области 
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, а только по пересечениям носителей функций 
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. Правда, при этом выигрыш будет лишь в том случае, если с уменьшением области интегрирования не придется уменьшать его шаг. Это предъявляет дополнительные требования к функциям 
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, а именно: под знак интегралов, через которые выражены коэффициенты 
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, функции 
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 входят сомножителями вида 
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, где 
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 и 
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 — известные линейные дифференциальные операторы, порядок которых зависит от порядка уравнения 
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 и выбранного метода. Поэтому, чтобы конструктивный аппарат не зависел от порядка краевой задачи, желательно иметь возможность легко вычислять значения не только функций 
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, но и их производных до любого порядка. Кроме того, поскольку квадратурные формулы обычно ориентируются на аппроксимацию подынтегральных функций (не считая весовых) полиномами, желательно, чтобы легко вычислялись и интегралы от произведений этих функций на полиномы (для степенных полиномов – это моменты упомянутых функций).
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