Лекция 5. 
Основная теорема теории R-функций. Построение уравнений границ  геометрических объектов

Пусть имеется некоторая система опорных областей
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которые будем считать “простыми” и использовать для формирования “сложных” областей. 

           Теорема. Даны опорные  области 
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 — предикатное уравнение, определяющее сложную область 
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 — R-функция, для которой 
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 является сопровождающей. Тогда неравенство 
[image: image6.wmf](

)

0

,...,

1

³

m

f

s

s

 определяет область 

, а уравнение 
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 — ее границу.

 Доказательство.    Действительно
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С другой стороны, по определению  оператора 
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Таким образом, 
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 Следствие. Так как любая функция  
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 может быть представлена в виде суперпозиции функций 
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, то построение R-функции, для которой  
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 является сопровождающей, легко осуществить простой заменой символов этих операций символами какой-либо из достаточно полных систем R-функций, а символов 
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, принимающих дискретные значения 
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, непрерывно меняющиеся на интервале 
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. В результате получаем простой способ перехода от предикатного задания сложных областей к их аналитическому заданию, принятому в аналитической геометрии.


Выбор той или иной достаточно полной системы зависит от дополнительных требований к получаемому уравнению ГО, которые могут возникнуть в приложениях (например, требование дифференцируемости до заданного порядка, которое возникает в математической физике, простоты вычислений, определенного характера поведения на бесконечности и т.д.). Эти вопросы будут рассматриваться по мере необходимости.


Пример. Прямоугольник с вершинами в точках (
[image: image19.wmf])
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 можно представить в виде пересечения полос:
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 — вертикальная полоса между прямыми 
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 — горизонтальная полоса между прямыми 
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 Воспользуемся доказанной теоремой и R-конъюнкцией 
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. Подставляя вместо 
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 левые части соответствующих неравенств, получим
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(2.14)
т.е. элементарное уравнение рассматриваемого прямоугольника. Семейство эквипотенциалей (линий уровня) функции 
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, определяемое уравнением 
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, представлено на рис.2.11.
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Рис.2.11.
Замечание. Может возникнуть соблазн избавиться от радикала в уравнении (2.14). Рассмотрим, что при этом произойдет. Перенося корень в правую часть уравнения и возводя обе части последнего в квадрат, последовательно получим:


[image: image32.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

;

;

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

y

b

x

a

y

b

x

a

y

b

x

a

y

b

x

a

-

+

-

=

-

+

-

-

+

-

=

-

+

-


              
[image: image33.wmf](

)

0

)(

2

2

2

2

2

=

-

-

y

b

x

a

.
Нетрудно убедиться в том, что последнее уравнение является уравнением двух пар параллельных прямых 
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, а не квадрата. Возникает вопрос:  почему это произошло? Ответ весьма прост: при возвышении в квадрат появились дополнительные корни  у уравнения  (2.14) — координаты точек, составляющих продолжения сторон рассматриваемого прямоугольника. 
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Пример. Построить уравнение границы ГО, изображенного на рис.2.12, а. 
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Рис. 2.12.
Опорные функции для этого выбираем в виде
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Уравнение границы ГО имеет вид
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Можно раскрыть операции конъюнкции и дизъюнкции и получить длинное выражение, что раньше исследователи и делали. Приносили В.Л. огромные листы ватмана, исписанные длинными формулами, которые проверить было весьма проблематично. Сейчас же этот процесс раскрытия операций конъюнкции и дизъюнкции выполняет компьютер.
На рис. 2.12, б изображена картина линий уровня функции 
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Пример.  Построить уравнение границы ГО, изображенного на рис.2.13, а. 
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Рис. 2.13.
Опорные функции для этого выбираем в виде
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Уравнение границы ГО имеет вид
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На рис. 2.13, б изображена картина линий уровня функции 
[image: image49.wmf](

)

y

x

,

w

.
Домашнее задание.
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