Лекция 6.
 Нормальные и нормализованные уравнения геометрических объектов 
В отличие от классического понятия нормали, которое вводится для гладких ГО, нам понадобится обобщение этого понятия, которое в принципе годится для любого замкнутого множества.
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, также принадлежат этому вееру. Очевидно, что он заключен в некоторый конус, содержащийся в 
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. Например, пусть в трехмерном пространстве ГО есть поверхность куба плюс некоторая ломаная 
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       В общем случае имеем равенство 
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— размерность веера.
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Рис.2.42. 

Используя понятие нормали, можно определить такие характеристики ГО, как размерность составляющих его частей и их гладкость.


В аналитической геометрии хорошо известны нормальные уравнения прямой 
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. Эти уравнения обладают замечательным свойством: результат подстановки в их левую часть координат какой-либо точки равняется (с точностью до знака) расстояниям от этой точки до прямой или плоскости соответственно. Это свойство наводит на мысль ввести общее понятие нормального уравнения ГО.
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 будем называть нормальной функцией ГО 
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 зависит от выбора нормы.)


Приведенное выше определение нормального уравнения несколько отличается от того, которое было дано нормальному уравнению прямой. Действительно, в соответствии с данным определением мы должны будем нормальным уравнением прямой называть уравнение 
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. В этом есть некоторое неудобство, поскольку раньше существенной характеристикой уравнения прямой была его линейность. Однако это окупается приобретенным достоинством — общностью понятия нормального уравнения. Нормальное уравнение окружности радиуса 

 с центром в точке 

 имеет вид

[image: image32.wmf](

)

(

)

0

2

2

=

-

+

-

-

b

y

a

x

R

.

К настоящему времени многими авторами построено большое число нормальных функций ГО. Например, нормальные уравнения отрезка прямой и дуги окружности в 2D были построены еще в 60-е годы. 

Теорема. Если 
[image: image33.wmf](

)

y

x

f

i

,

 — нормальные функции ГО 
[image: image34.wmf]i

W



 EMBED Equation.2  [image: image35.wmf](

)

m

i

,

1

=

, то функция 
[image: image36.wmf](

)

(

)

(

)

y

x

f

y

x

f

y

x

m

,

...

,

,

1

1

1

Ù

Ù

=

j

 есть нормальная функция соединения ГО 
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Доказательство. Действительно, так как 
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С помощью этой теоремы, располагая нормальными уравнениями отрезка и дуги, нетрудно написать нормальное уравнение произвольного ГО, состоящего из дуг окружностей и отрезков прямых.  Естественно, что эту процедуру легко автоматизировать.

Пусть требуется написать формулу для определения расстояния от любой точки плоскости 
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Рис.2.43.
Уравнение круга с центром в начале координат: 
[image: image48.wmf].
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 Уравнение окружности с центром в точке 
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Если в это уравнение подставить 
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 и координаты какой-либо точки плоскости, то получим ее расстояние до ГО 
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 (рис.2.43,б).
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где 

 — нормаль.

        Определение. Уравнение 
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(2.45) 

Условия (2.45) означают, что вдоль нормали, проведенной  в точке 
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где 
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. Очевидно, что нормальное уравнение границы ГО в силу формул (2.44) является нормализованным до любого порядка. Однако недостатком нормального уравнения 

 является то, что функция 

 во внутренних точках ГО не всегда дифференцируема.

Методика построения уравнений границ ГО, описанная в [86, 87], позволяет обеспечить выполнение условия
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Действительно, если 
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 (это условие для опорных функций обычно легко выполнить), где 
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Если принять, что нормаль 
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 направлена в область, где 
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удовлетворяет условиям нормализованности до первого порядка во всех точках элементов границы 
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Из доказательства этой теоремы следует, что выражение в знаменателе в формуле (2.48) можно заменить любым другим, не обращающимся в нуль выражением, совпадающим на 
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в предположении, что 
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Аналогично,  если 
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По этим формулам удобно приводить к нормализованному виду функции, заданные явно. Однако для функций 
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 сложного вида непосредственное применение формул (2.48)-(2.49) сопряжено со значительными вычислительными трудностями. Поэтому на практике чаще применяется другой, более экономный метод, базирующийся на свойствах некоторых систем R-операций, позволяющий, нормализовав опорные функции (примитивы), перенести это их свойство на уравнение соответствующего сложного ГО.


Скажем несколько слов о нормализации примитивов. Для таких простых областей, как полуплоскость, полоса, слой, круг, сфера и многих других, нормализованные уравнения получаются путем введения простых нормировочных множителей.


Например, нормализованное уравнение окружности можно записать одним из трех способов:
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Первое из этих уравнений имеет разрыв в начале координат, поэтому мы его рассматривать не будем. Второе из них до настоящего времени применялось наиболее часто. Однако при 

 оно, вопреки ожиданиям, не переходит в нормальное уравнение точки, которое имеет вид 
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. Для горизонтальной полосы  нормализованные уравнения можно записать в виде
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Анализ этих уравнений аналогичен предыдущему. Второе из уравнений при 

  переходит в нормальное уравнение 

 оси абсцисс.

           Теорема.  Пусть 
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 есть некоторая система ГО, уравнения  границ которых 
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 будет выполняться условие нормализованности 
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        Доказательство этой теоремы приведено в [86]. Таким образом, если уравнения 
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 опорных областей нормализованы до первого порядка, то автоматически оказывается нормализованным и уравнение 
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          Однако описанный алгоритм построения нормализованных уравнений может не сработать в точках стыка элементов, даже если в этих точках граница является гладкой. При этом во всех остальных точках ГО уравнение 
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 будет нормализованным. Проследим  это явление на примере.
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 — область, расположенная выше кубической параболы, 
[image: image138.wmf](

)

0

2

³

=

S

y

 — верхняя полуплоскость. Каждое из неравенств нормализовано на границе соответствующей ему области. Очевидно, что граница 

 — гладкая. Уравнение 

 можно записать в виде
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Тогда 
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[image: image143.wmf]y

x

1

Ù

, которая приводит к недифференцируемости функции 
[image: image144.wmf]w

 внутри рассматриваемой области. В других же точках 
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. Для устранения этого недостатка выберем функцию 
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. Реализовать это можно различными способами, например, представив 
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, зависит от опорных функций. Такое представление особенно удобно в тех случаях, когда точки стыка элементов границы заранее неизвестны или трудно определимы. Т.е. 
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 можно выбирать в виде
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Очевидно, что при таком выборе 
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 условие 

 выполняется везде, за исключением точек стыка элементов 
[image: image155.wmf]0

1

=

w

 и
[image: image156.wmf]0

2

=

w

, где 

. 

Пример. Написать нормализованное во всех регулярных точках границы уравнение ГО, изображенного на рис. 2.44. 
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Рис. 2.44.
В качестве опорных областей выбираем
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Все приведенные неравенства нормализованы. Логическую формулу для ГО 

 строим в виде 
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 после устранения дефекта, связанного с  нарушением ее нормализованности в точках 
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Рис.2.45. 
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