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Студенты. Математика – наука, которой занимаются математики.
Вейль. Математика — это наука о бесконечном. 

Ф.Энгельс. Математика — это наука о количественных отношениях и пространственных формах реального мира. Ф.Э. забыл о логике. Логика – способ доказательства утверждений.
К.Маркс. Любая наука только тогда достигает совершенства, когда ей удается пользоваться математикой.

А.А.Самарский. Математическое моделирование — один из методов познания реального мира в период формирования информационного общества. ММ — ядро информационных технологий. ММ не противоречит хорошо известной формуле: «От живого созерцания к абстрактному мышлению и от него к практике». ММодель — абстрактное отражение существующего или создаваемого объекта, количественный анализ которой позволяет получить новые знания об этом объекте. Под математическим моделированием понимают адекватную замену исследуемого физического явления или процесса соответствующей математической моделью и ее последующее изучение методами вычислительной математики с привлечением средств современной вычислительной техники. В настоящее время математическое моделирование и вычислительный эксперимент стали составными частями общих подходов, характерных для современных информационных технологий Ммоделью объекта называют совокупность законов, понятий и отношений, выраженных при помощи системы математических зависимостей, символов и обозначений и отражающих свойства изучаемого объекта.

Так например, законы электромагнетизма, экспериментально установленные Фарадеем, приобрели форму известных уравнений Максвелла в их математической постановке; закон Гука в комбинации с классическим законом Ньютона формализованы в виде уравнений Ламе относительно перемещений или Бельтрами-Митчелла относительно напряжений.

Рассмотрим этапы вычислительного эксперимента. На первом этапе проводится выбор математической модели, т.е. осуществляется приближенное описание процесса в форме алгебраических, дифференциальных или интегральных уравнений. Эти уравнения обычно выражают законы сохранения основных физических величин (энергии, количества движения, массы и др.). Полученную математическую модель необходимо исследовать методами высшего анализа. Надо установить, правильно ли поставлена задача, хватает ли исходных данных, не противоречат ли они друг другу, существует ли решение поставленной задачи и единственно ли оно. На этом этапе используются методы классической математики. Следует отметить, что многие физические задачи приводят к таким математическим моделям, разработка теории которых находится в начальной стадии. На практике часто приходится решать задачи математической физики, для которых не имеется теорем существования и единственности.


Второй этап вычислительного эксперимента состоит в построении приближенного численного метода решения задачи, т.е. в выборе вычислительного алгоритма.


На третьем этапе осуществляется программирование вычислительного алгоритма для ЭВМ и на четвертом этапе — проведение расчетов на ЭВМ.


Наконец, в качестве пятого этапа вычислительного эксперимента можно выделить анализ полученных результатов и последующее уточнение математической модели. Может оказаться, что модель слишком груба — результат вычислений не согласуется с физическим экспериментом, или что модель слишком сложна, и решение с достаточной точностью можно получить при более простых моделях. Тогда следует начинать работу с первого этапа, т.е. уточнить математическую модель, и снова пройти все этапы.
Физический закон
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Математическая модель (может быть сложна)


[image: image2.wmf]ß


Метод решения
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Алгоритмы и программы
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Вычислительный эксперимент



Следует отметить, что вычислительный эксперимент — это, как правило, не разовый счет по стандартным формулам, а прежде всего расчет серии вариантов для различных математических моделей.


Забвение относительного соответствия математической модели реальному процессу или явлению может привести к ошибкам, связанным с приписыванием явлению или процессу свойств его математической модели. В этом отношении характерны слова академика А.Н.Крылова: «Сколько бы ни было точно математическое решение, оно не может быть точнее тех приближенных предпосылок, на коих оно основано. Об этом часто забывают, делают вначале какое-нибудь грубое приближенное предположение или допущение, часто даже не оговорив таковое, а затем придают полученной формуле гораздо больше доверия, нежели она заслуживает». 

Этапы развития многих естественнонаучных направлений в познании законов природы и в совершенствовании техники — это построение последовательности все более точных и более полных математических моделей изучаемых процессов и явлений. Такие научные дисциплины, как механика, физика и их многочисленные разделы являются, по существу, упорядоченными множествами математических моделей, построение которых сопровождается теоретическим обоснованием адекватного отражения этими моделями свойств рассматриваемых процессов и явлений. Однако история науки знает не только случаи последовательного уточнения той или иной математической модели, но и случаи отказа от некоторых из них вследствие расхождений прогнозируемых ими результатов с реальностью. Отвечающая реальности, т.е. адекватная, математическая модель является, как правило, большим научным достижением, но за адекватность математической модели нередко приходится расплачиваться её усложнением, что вызывает трудности при её использовании. В этом случае на помощь математике приходит современная вычислительная техника, существенно расширившая класс математических моделей, допускающих исчерпывающий количественный анализ [23,60].

Одни и те же математические модели находят подчас различные приложения. Например, при помощи одной и той же математической модели, содержащей уравнение Пуассона 
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, можно изучать установившиеся процессы течения жидкости и распространения теплоты, распределения электрического потенциала, деформацию мембраны, механические напряжения при кручении бруса, фильтрацию нефти в нефтеносном слое или влаги в почве, распространение какой-либо примеси в воздухе или эпидемии в регионе. В каждой из перечисленных задач функции 
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 и 
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 приобретают свой смысл, но их связь описывает общее для этих задач уравнение Пуассона. Такую общность и универсальность математических моделей можно объяснить тем, что в математике используют абстрактные основополагающие понятия, немногочисленные, но весьма емкие по содержанию. Это позволяет конкретные факты из самых различных областей знаний рассматривать как проявление этих понятий и отношений между ними. 

В данном случае математика выступает в роли универсального языка науки. Его универсальность Анри Пуанкаре определил всего одной фразой: «Математика — это искусство называть разные вещи одним и тем же именем».

Математические модели силовыx, деформационныx, температурныx, электростатическиx и электродинамическиx, гидродинамическиx и др. полей, как правило, имеют вид:
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где 
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 и 
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 — операторы, действующие, соответственно, внутри области 
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 и  на её граничных участках 
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 (не обязательно различных), 
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 и 
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 —  известные функции (возбудители поля), а  
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 —  искомая функциональная компонента. 


В зависимости от характера рассматриваемых физических полей,  
[image: image18.wmf]u

 может быть скаляром (температура, электрический или магнитный потенциал, функция тока), вектором  (скорость, напряженность электрического или магнитного поля), тензором (деформация, напряжения) или иметь более сложный характер. Так например, в задачах термомеханики, магнитной гидродинамики, электроупругости и многих других необходимо одновременно рассматривать поля различной физической природы, находящиеся  во взаимодействии между собой. В соответствии с этим    уравнение (1) может представлять собой систему уравнений. Оператор 
[image: image19.wmf]A

 аккумулирует  основные физические законы, управляющие рассматриваемыми полями, и представляет их  в математической форме. Характер физического поля зависит, однако, не только от этих физических законов, но также от формы областей, в которых эти поля возбуждаются, формы граничных участков, законов взаимодействия тела, содержащегося в области  
[image: image20.wmf]W

, с внешней средой. Эти законы могут быть различными, например, теплообмен может осуществляться по линейному закону Ньютона 
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 или нелинейному — Стефана-Больцмана 
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. В теории пластин и оболочек форма оператора 
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 определяется характером закрепления (свободное опирание, свободный край, жесткое или упругое защемление). К числу граничных условий могут также быть отнесены условия на линиях или поверхностях разрывов физических характеристик (при наличии трещин, тонких включений, врезов, для композитных материалов).

Во многих случаях операторы 
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 и 
[image: image25.wmf]L

i

 могут иметь и другую природу (интегральную, интегро-дифференциальную, комбинированную). Известно, что дифференциальные уравнения часто являются необходимым условием экстремума функционала и математическая модель (1)-(2) может быть заменена вариационной. 

Среди трудностей, возникающих в процессе построения математических моделей, имеется одна специфичекая, связанная с построением функций с заданными свойствами на заданных локусах. Суть этой трудности заключается в том, что в модели (5.1)-(5.2) присутствуют два разнородных вида информации: аналитическая (
[image: image26.wmf]A

 и 
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, 
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 и 
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) и геометрическая (форма 
[image: image30.wmf]W

 и 
[image: image31.wmf]¶W
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). Любой метод решения краевой задачи должен совместно перерабатывать оба вида информации, что требует преобразования геометрической информации к аналитическому виду.


В таких классических методах, как разделение переменных или интегральных преобразований, форма областей и участков их границ учитывается путем удачного выбора координатных систем, в методе конформных отображений — при построении отображающей функции, в вариационных методах — удачным выбором координатных последовательностей. В методах сеток и конечных элементов граничная информация учитывается путем рассмотрения узлов, близких к границе, то есть на дискретном уровне. В RFM учет геометрической информации осуществляется более ясно и достаточно просто. Так, например, решение краевой задачи Дирихле, в которой заданы граничные значения искомой функции 





[image: image32.wmf]u

¶W

j

=

,





(5.3)

 заведомо содержится в пучке, представленном формулой 
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в силу доказанной его полноты.


Однако, в постановке краевых задач могут быть заданы на границе не значения функций или их частных производных, а некоторые выражения их содержащие. Примерами таких условий являются упомянутые выше условия теплообмена Ньютона или Стефана-Больцмана.  В таких случаях  проблема построения так называемых структур решения (GSS — General Structure of Solution).

ФУНКЦИИ НЕПРЕРЫВНЫХ АРГУМЕНТОВ 

С ЛОГИЧЕСКИМИ СВОЙСТВАМИ

Понятие суперпозиции

 
Если  дана  некоторая система алгебраических операций 
[image: image34.wmf]{
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, то, используя ее, можно строить сложные отображения или суперпозиции системы 
[image: image35.wmf]h

.

Определение. Функции, составляющие базисную систему 
[image: image36.wmf]h

, а также функции, полученные из этой системы заменой каких-либо символов независимых переменных любыми другими символами, являются суперпозициями функций системы 
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. 
         Покажем на примере, как строятся суперпозиции. Пусть                        
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. Примерами суперпозиций системы 
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 являются
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Т.е. образование суперпозиций  производится по тому же правилу, что и построение сложных функций, но при этом допускается произвольное переименование аргументов. Сами операции системы 
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 могут рассматриваться как простейшие суперпозиции. Множество всевозможных суперпозиций системы 
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 будем называть множеством 
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-реализуемых функций и обозначать 
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        Так, если 
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 — система, состоящая из сложения, умножения и констант, то ее суперпозиции  составляют множество 
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 всевозможных степенных полиномов любого конечного числа аргументов. Его называют также множеством целых рациональных функций.


Если к системе 
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 добавить операцию деления 
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, то, как нетрудно сообразить, новая система 
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 приведет к множеству 
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 дробно-рациональных функций, то есть функций вида 
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        Другим важным множеством, более широким, чем множество 
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-реализуемых функций, является  множество элементарных функций  
[image: image55.wmf]{

}

e

h

M

, где


[image: image56.wmf](

)

(

)

(

)

}

-

î

í

ì

>

>

¥

¥

-

Î

±

=

e

x

x

x

x

x

x

x

x

a

x

a

a

x

y

x

xy

y

x

h

a

z

n

arcctg

,

arctg

,

arccos

,

arcsin

,

ctg

,

tg

,

cos

,

sin

,

0

log

,

0

,

,

,

const

,

,

,



     (1.1)                                     

множество так называемых основных элементарных функций (примитивов), арифметических операций и констант. В дальнейшем в приложениях  в основном будем использовать множества 
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Во времена Ньютона и Лейбница понятие функции по существу исчерпывалось элементарными функциями. Лишь позже, когда было установлено, что некоторые интегралы от элементарных функций нельзя представить в элементарном виде, не все уравнения с элементарными коэффициентами можно разрешить в элементарных функциях и так далее, возникла общая теоретико-множественная точка зрения и элементарные функции стали рассматриваться как примеры функций вообще.


По мере развития математики число функций, для которых вводилась стандартная символика, постепенно расширялось, причем происходило это в рамках как элементарных функций (например, гиперболические функции 
[image: image59.wmf]x
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 и др.), так и специальных функций (Эйлера, Бесселя, Матье и т.д.). Заметим, что расширение символики осуществлялось путем своего рода «естественного отбора» и определялось, прежде всего, практической значимостью рассматриваемых функций.


Необходимость совершенствования конструктивных средств математики, которые до недавнего времени почти исчерпывались базисной системой (1.1), особенно возросла, когда широкое распространение получили быстродействующие вычислительные машины, и возникла проблема повышения эффективности их использования. В частности, появились серьезные основания для расширения системы (1.1) как в рамках самих элементарных функций, так и за их пределами.
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