Лекция 3.

Основные достаточно полные системы R-функций, их логические, алгебраические и дифференциальные свойства


Система 
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 является наиболее удобной и широко применяемой полной системой булевых функций, поэтому естественно, получаем систему 
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(1.7)
где 

 — символы R-конъюнкции, R-дизъюнкции и R-отрицания соответственно. Система 
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 является исторически первой, конструктивно наиболее простой и поэтому  наиболее часто используемой системой.


Более общей является система 
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где 
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 — произвольная функция, удовлетворяющая неравенствам 
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 симметрии относительно аргументов обычно добавляют условия 
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          Читатель, возможно, уже обратил внимание на то, что в формулах (1.8) положительные множители 
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 не влияют на знаки соответствующих функций и, следовательно, не имеют отношения к связи между R-функциями и сопровождающими их функциями алгебры логики. Ниже будет показано, что они влияют лишь на определенные свойства конструктивно-дифференциального характера.


Присутствие в формулах (1.8) произвольной функции 
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Предположим, что 
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(CТУДЕНТАМ! Пусть обратят внимание на отсутствие ассоциативности и дистрибутивности, сравнивая со свойствами булевых функций.)


Функции системы 
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, в дополнение к свойствам 1-9, обладают также свойствами:
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Убедимся, например, в справедливости свойства 17, которое, используя (1.10), можем записать в виде
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Для определенности сначала положим 
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 Аналогично можно рассмотреть и все другие варианты.


Недостаток системы (1.10) — недифференцируемость входящих в нее двухместных операций вдоль прямых 
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Докажем теорему, которая позволит осуществлять оценки значений результатов применения R-операций из 
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.

        Теорема. Справедливы   неравенства 
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Доказательство. Пусть 
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Так как 
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где 
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Доказательство неравенства 

 аналогично предыдущему.



До сих пор, говоря о достаточно полных и других системах R-операций, мы обращали внимание лишь на их принадлежность к соответствующим ветвям, определяемым заданными булевыми функциями. При этом, чтобы сократить в будущем вычислительные затраты, стремились к простоте получаемых формул и удобству их алгебраических свойств. Однако не менее важными являются и дифференциальные свойства вводимых R-операций.


Упомянутый выше множитель 
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 используется при доказательстве следующей теоремы.

       Теорема. Пусть 
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       Доказательство. 
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l

l

l

l

¶

¶s

=

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

è

æ

s

¶

¶s

as

-

¶

¶s

s

-

¶

¶s

+

¶

¶s

a

+

1

2

1

2

2

2

2

1

1

1

.


Аналогично можно получить доказательство второй части теоремы. Естественно, эти результаты справедливы и для частного случая, когда 
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. Теорема будет неоднократно использована в дальнейшем.

(Следующую теорему можно не приводить, лишь отметить, что для вторых производных
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 EMBED Equation.2  [image: image69.wmf](
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Следующая теорема cформулирована для вторых производных.

Теорема. Если 
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         Доказательство.
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 EMBED Equation.2  
 .

Первые два слагаемые в фигурных скобках меньше нуля, так как 
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Аналогичную теорему можно доказать и для второй производной от R-дизъюнкции.

Следует отметить, что система 
[image: image79.wmf]0

R
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Если в этих формулах перейти к полярным координатам 
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Аналогичные выражения получим для 
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(1.11)
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       Доказательство. Рассмотрим точку, в которой 
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Отсюда следует, что все производные порядка ниже 
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Система 
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(1.15)
где 
[image: image128.wmf]r

 — радиус скругления углов. 
Проведем исследование формулы (1.15) для использования при сопряжении двух пересекающихся  прямых  в зависимости от угла между ними. Пусть 
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После преобразований в окрестности сопряжения (1.16), где 
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EMBED Equation.3


EMBED Equation.3
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Покажем, что при угле между рассматриваемыми прямыми 
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 даёт дугу эллипса, симметричную относительно биссектрисы угла раствора, а не дугу окружности, как можно было бы предположить. Если  
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EMBED Equation.3[image: image146.wmf](
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где 
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Мы видели, что булева равнозначность может быть представлена формулой 
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Поэтому предлагается ввести для равнозначности следующие формулы:
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(1.18)


Первая из этих формул является наиболее простой, обладающей прекрасными дифференциальными свойствами. Остальные имеют разрывы производных в точке 
[image: image152.wmf](
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. Однако, в отличие от первой, они обладают некоторыми полезными свойствами.


Непосредственной проверкой можно убедиться, что все операции равнозначности являются ассоциативными.

Теорема.  Все операции равнозначности (1.18) являются ассоциативными.

Доказательство.  Ассоциативность первой формулы из (1.18) очевидна. Выполним доказательство для последней формулы, более общей, чем две предыдущие
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Ассоциативность операции  
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Теорема. Пусть 
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Доказательство. 
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Аналогично получаем
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что и требовалось доказать.
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