Лекция 2

Булевы функции и их геометрическая интерпретация

Пусть 
[image: image1.wmf]Á

 — множество, называемое унитарным, из элементов которого состоят все рассматриваемые в данной ситуации множества, а 
[image: image2.wmf]Æ

 - пустое множество (то есть множество, не содержащее ни одного элемента).


Множество 
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, называемое пересечением, состоит из всех тех элементов, которые принадлежат 
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 и 
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 одновременно.


Множество 
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, называемое соединением (объединением), состоит из всех тех элементов, которые принадлежат хотя бы одному из множеств 
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 или 
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.


Множество 
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, называемое дополнением, состоит из всех элементов, не принадлежащих 
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. 
Приведем алгебраические свойства этих операций.


Коммутативность:
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Ассоциативность:
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Дистрибутивность:
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Идемпотентность:
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Закон двойного отрицания:
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Правила де Моргана:
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Закон логического противоречия:
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Закон исключенного третьего:
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Операции с унитарным 

 и пустым 

 множествами:
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В частности, если унитарное множество состоит из единственного элемента “1”, а пустое — “0”, то соответствующие приведенным выше операции можно рассматривать как обычные функции вида 
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, где 
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 — множество, состоящее из двух элементов 
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. Такие операции называются операциями двузначной логики. В этом случае вместо символов 
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 обычно используют символы  
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, а эти операции называют конъюнкцией, дизъюнкцией и отрицанием соответственно. 


Операции, для которых справедливы свойства 1-19, определяют так называемую булеву алгебру. Часто используются и другие операции двузначной логики, которые определяются формулами:
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 — разность множеств  
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 — импликация;
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 — равнозначность;
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 — отрицание равнозначности;


 — операция Шеффера. 

Основные элементарные булевы функции могут быть заданы таблично 
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ВНИМАНИЕ! ТАБЛИЦУ НЕ СТИРАТЬ

Суперпозиции примитивов называются элементарными булевыми функциями. В отличие от  рассмотренных выше обычных элементарных функций непрерывного анализа, булевы элементарные функции совпадают с множеством всех булевых функций [86]. Каждую булеву функцию можно задать таблицей. Число различных булевых функций, зависящих от 
[image: image50.wmf]n

 аргументов, как легко подсчитать, равно 
[image: image51.wmf]n
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. В принципе, изучение булевых функций можно свести к изучению соответствующих им таблиц. Однако этот путь нереален, так как даже при сравнительно небольших 
[image: image52.wmf]n

 число таких таблиц очень велико. Например, при 
[image: image53.wmf]4235000000
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. Поэтому и был избран аналитический метод изучения булевых функций, основанный на введении символики для примитивов и построении на ее основе формул для всех остальных булевых функций.


Будем предполагать, что читатель знаком с возможностью представления любой булевой функции через 
[image: image54.wmf],
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 (в конъюнктивной и дизъюнктивной нормальных формах [86]). Этот факт означает, что система
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(1.2)

является полной системой булевых функций (то есть множество M

 H-реализуемых функций есть множество всех булевых функций). Указанная возможность представления булевых функций в дизъюнктивной или конъюнктивной нормальной форме сделала систему (1.2) наиболее часто употребляемой.


Примерами других полных систем являются:
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Если в качестве унитарного множества взять плоскость, то можно дать наглядную геометрическую интерпретацию булевым операциям в виде диаграмм Эйлера-Венна (рис.1.1).
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Используя эти диаграммы, легко проверить справедливость формул 1-19.  Заметим, что эти свойства выписаны с избыточностью, часть из них является следствием других. Но такая запись позволяет обнаружить полную симметрию свойств 1-19 относительно символов 
[image: image73.wmf]U
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. Так, если в 1-19 заменить 
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, то получим те же свойства 1-19.

Описательное и формальное определение R-функций


Рассмотрим такие функции:



[image: image74.wmf]2

2

3

2

2

2

2

2

1

;

;

y

x

xy

u

y

x

y

x

u

y

x

y

x

u

+

=

+

+

+

=

+

-

+

=
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Функции первой колонки — это R-функции. Любую непрерывную функцию любого числа аргументов можно отнести к одной из этих колонок. Предложим читателю ответить на вопрос: какой признак отделяет R-функции от не R-функций, представленных во второй колонке?

Читатель, не имеющий предварительного знакомства с R-функциями, вряд ли сможет отгадать “тайну R-функций”. Между тем, этот признак очень прост: 
R-функции обладают тем свойством, что задание знаков аргументов однозначно определяет знак R-функции. ( Это первое описательное определение R-функций.)

Для того, чтобы доказать его справедливость для 
[image: image77.wmf]1
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, рассмотрим прямоугольный треугольник со сторонами 
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, то модули можно не писать, и тогда сумма катетов больше гипотенузы: 
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 имеют разные знаки, то 

 есть разность катетов, и тогда 
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  отрицательны, то тем более  
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. Таким образом, для этих функций можно составить таблицу знаков.
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Если в этой таблице заменить “–” на “0”, а “+” на “1”, то получим таблицы трех булевых функций. СТУДЕНТЫ ДОЛЖНЫ, СРАВНИВ ТАБЛИЦЫ, НАЙТИ 
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Булевы функции, которые соответствуют R-функциям, называются сопровождающими булевыми функциями.

Приведенное выше описательное определение С можно формализовать. 
Формализованное ОПРЕДЕЛЕНИЕ R-функций. 

Обозначим
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Определение. Функция 
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 называется R-функцией, если существует такая булева функция  
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(1.4)


R-функции часто называют R-операциями.


Если назвать 
[image: image94.wmf](
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 булевым знаком величины 
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, то можно дать и такое определение R-функций: функция 
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 называется R-функцией, если булев знак этой функции равен булевой функции булевых знаков аргументов 
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Обратим внимание на то, что в формуле (1.4) оператор 
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, примененный к функции 
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 на 

. Например,


[image: image100.wmf](

)

(

)

(

)

;

2

2

2

2

2

y

S

x

S

y

x

y

x

S

Ù

=

+

-

+

.

        Определение. Множество R-функций, имеющих одну и ту же сопровождающую, называются ветвью множества R-функций.
        Определение. Система 
[image: image101.wmf]h

 называется достаточно полной системой R-функций, если множество 
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 имеет непустое пересечение с каждой ветвью множества R-функций.

       Теорема. Пусть 
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 — система соответствующих сопровождающих функций. Тогда, если 

— полная система булевых функций, то 

 — достаточно полная система R-функций (R-операций) [86].

Например, система 
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(1.5)

является достаточно полной, поскольку соответствующая система булевых функций
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(1.6) 

является полной.


Замечание. Введенные выше R-функции являются лишь одним из бесчисленного множества возможных классов R-функций. 

Из совпадения структур R-функций и соответствующих им сопровождающих функций алгебры логики следует


Теорема. Для того, чтобы система R-функций была достаточно полной в множестве 
[image: image107.wmf]Â

, необходимо и достаточно, чтобы соответствующая  система сопровождающих функций была полной.

 
Примеры достаточно полных систем будут рассмотрены в дальнейшем.
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