
Міністерство освіти і науки України 

Харківський національний університет імені В.Н.Каразіна 

Кафедра фізики нетрадиційних енерготехнологій та екології 

 
 
                                                                                                    ЗАТВЕРДЖУЮ 
 
                                ЗАВІДУВАЧ КАФЕДРИ 
 
                           ____________  проф.  Ткаченко В.І. 
  
                                                                         «_____» __________________ 2021 р. 
 
 
 
 
                       НМК до робочої програми навчальної дисципліни  
 

« Енерго-  та   ресурсозберігаючі технології» 
 
 

1.  Розширені плани (теми) лекцій  

2.  Теми самостійних завдань 

3.  Питання до заліку,іспиту 

4. Приклади задач та їх розв’язання 

5.  Критерій оцінювання знань 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2021/2022 



2  

Учбова  програма 
 

до курсу  

« Енерго -  та ресурсозберігаючі технології» 

 

1. ПЛАН ЛЕКЦІЙ. 

Розділ 1. Ресурсозберігаючі та екологічно чисті технології  вилучення комплексів Урану 

надкритичним діоксидом Карбону 

Тема 1. Надкритичний стан рідких та газоподібних середовищ. 

Тема 2. Надкритичний діоксид Карбону та його розчинюючі властивості.  

Тема 3. Вилучення комплексів Урану UO2(NO3)22ТБФ методом надкритичної 

флюїдної екстракції в середовищі діоксиду Карбону. 

 

Розділ 2. Ресурсозберігаючі та екологічно чисті технології на базі вітрового хвилювання та 

конвективних процесів на поверхні водойм 

 

Тема 1. Нестійкість Кельвіна-Гельмгольця. 

Тема 2. Циркуляції Ленгмюра.  

Тема 3. Циліндричні комірки в горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини, що 

підігрівається знизу (вільні граничні умови).  

Тема 4. Циліндричні комірки в горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини, що 

підігрівається знизу (змішані та тверді граничні умови).  

 

 

                                     II семестр 
 

Розділ 3. Елементи сірководневої енергетики та аналіз питомої енергонасиченості різних 

нетрадиційних джерел енергії Чорного моря й чорноморського регіону. 

 

Тема 1. Газліфт (автогазліфт) у Чорному морі. Рівняння газліфта газонасиченої води і його 

аналіз. 

Тема 2. Лабораторне моделювання газліфта води з газонасиченістю, що відповідає чор-

номорській воді. 
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Тема 3. Фазові переходи першого роду в газонасиченій воді. Отримання вихідного кіне-

тичного рівняння, що описує фазові переходи першого роду в газонасиченій воді. 

Тема 4. Дослідження кінетичного рівняння, що описує фазові переходи першого роду в 

газонасиченій воді. 

Тема 5. Енергія автогазліфту. Механічна енергія піднятої води. Енергія різниці температур. 

Електростанції ОТЕС. 

Тема 6. Енергетика, заснована на сірководні, розчиненому в морській воді або, що перебуває 

в газовій фазі грязьових вулканів. Методи виділення сірководню з морської води. Методи 

розкладання сірководню на водень і сірку. 

 

Розділ 4. Аналіз питомої енергонасиченості різних нетрадиційних джерел енергії Чорного 
моря й чорноморського регіону та концепція енергетичних островів. 

Тема 1. Енергія різниці солоності. Енергія хвиль. Енергія вітру. 

Тема 2. Вітровий потенціал України. Традиційний підхід у вітровій енергетиці. ВЕС великої 

потужності. Мала вітрова енергетика. Теорія лопатевих вітродвигунів. Теоретична межа Бетца. 

Тема 3. Сонячна енергія. Геотермальна енергія. Біоенергетика. 

Тема 4. Енергетика навколишнього середовища – вторинні ресурси, типу твердих побутових 

відходів. Енергетичні острови й концепція сірководневого енергогенеруючого комплексу. 

 
 
 

2. ТЕМИ САМОСТІЙНИХ ЗАВДАНЬ 
 
                                                 I Семестр 
 
Розібратись: надкритичний стан рідких та газоподібних середовищ. 
Розібратись: надкритичний діоксид Карбону та його розчинюючі властивості.  
Розібратись: вилучення комплексів Урану UO2(NO3)22ТБФ методом надкритичної флюїдної 
екстракції в середовищі діоксиду Карбону. 
Розібратись: нестійкість Кельвіна - Гельмгольца. 
Розібратись: циркуляції Ленгмюра.  
Розібратись: циліндричні комірки в горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини, що 
підігрівається знизу (вільні граничні умови).  
Розібратись: циліндричні комірки в горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини, що 
підігрівається знизу (змішані та тверді граничні умови).  
Розібратись: розповсюдження сірководню в світі. 
 
                                                   II   Cеместр 
 
Розібратись: газліфт (автогазліфт) у Чорному морі. Рівняння газліфта газонасиченої води і його аналіз 
Розібратись: лабораторне моделювання газліфта води з газонасиченістю, що відповідає 
чорноморській воді. 
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Розібратись: фазові переходи першого роду в газонасиченій воді. Отримання вихідного кінетичного 
рівняння, що описує фазові переходи першого роду в газонасиченій воді. 
Розібратись: дослідження кінетичного рівняння, що описує фазові переходи першого роду в 
газонасиченій воді. 
Розібратись: сірководнева енергетика за рахунок відновлюваних джерел енергії. 
Розібратись: енергія автогазліфту. Механічна енергія піднятої води. Енергія різниці температур. 
Електростанції ОТЕС 
Розібратись: вітровий потенціал України. Традиційний підхід у вітровій енергетиці. 
Розібратись: технологічна реалізація пристроїв сірководневої енергетики 
 
За допомогою наступної літератури можна знайти відповіді питання щодо самостійної роботи: 
 
1. Іванова С. Ф. Фізико-технологічні механізми підвищення ефективності екстракції урану 
надкритичним діоксидом вуглецю. — Автореферат дисертації на здобуття наукового ступеня 
кандидата технічних наук. — Харків. — 2013. — 20 с. 
2. Скоромна. С. Ф. Вилучення комплексів Урану UO2(NO3)22ТБФ методом надкритичної 
флюїдної екстракції в середовищі діоксида Карбону: методичні вказівки до курсу «Ресурсозберігаючі 
та екологічно чисті технології» / С. Ф. Скоромна. - X.: ХНУ імені В. Н. Каразіна, 2012. - 28 с. 
3. Ткаченко В. И. Примечательные явления природы: ветровое волнение на водной глади: 
методические указания к курсу «Ресурсосберегающие и экологически чистые технологии» / В. И. 
Ткаченко. — Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2012. — 35 с. 
4. Strutt J. W. (Lord Rау1еigh), 412. On convection currents in a horizontal layer of fluid, when the 
higher temperature is on the underside, Phil. Mag., 1916, V. 32, p. 529 - 546. 
5. Гершуни Г. З., Жуховицкий Е. М. Конвективная устойчивость несжимаемой жидкости. – М: 
Наука, 1972. – с. 393. 
6. Chandrasekhar S. Hydrodynamic and hydromagnetic stability, 1970 – p. 657. 
7. Борц Б. В. Примечательные явления природы: Ленгмюровские циркуляции: учебно-
методическое пособие к курсу «Ресурсосберегающие и экологически чистые технологии» / Б. В. Борц, 
И. М. Неклюдов, И. М. Короткова В. И. Ткаченко. – Х. : ХНУ имени В. Н. Каразина, 2013. – 26  с. 
8. Bernard H. Les tourbillons cellulaires dans une nappe liquide // Revue generale des Sciences, pures et 
appliques. - 1900. - V. 11. - P. 1261-1271 and 1309-1328. 
9. Бозбєй Л. С. Примітні явища природи: комірки Бенара з вільними межами : навчально-
методичний посібник з курсу «Ресурсозберігаючі та екологічно чисті технології» / Л. С. Бозбєй, Б. В. 
Борц, В. І. Ткаченко. – Х. : ХНУ імені В. Н. Каразіна, 2015. – 41 с. 
10. Паточкіна О.Л. Примітні явища природи: Осередки Бенара з твердими границями: навчально-
методичний посібник до курсу "Ресурсозберігаючі і екологічно чисті технології" / О.Л. Паточкіна, Б. 
В. Борц, В. І. Ткаченко. - Х. : ХНУ імені В. Н. Каразіна, 2015. - 38 с. 
11. Л.Ф. Козин, С.В. Волков «Водородная энергетика и экология». - Киев: Наукова думка, 2002. - 
336 с. 
12. Л.Ф. Козин, С.В. Волков «Современная энергетика и экология: Проблемы и перспективы». - 
Киев: Наукова думка, 2006. - 775 с. 
13. Борц Б.В., Неклюдов И.М., Полевич О.В., Ткаченко В.И., Шиляев Б.А. Альтернативная 
се¬роводородная энергетика Черного моря. Состояние, проблемы, перспективы. Ч. І. 
Альтерна¬тивная энергетика и экология, 2006, № 12 (44), с. 23-30. 
14. Борц Б.В., Неклюдов І.М., Полєвич О.В., Ткаченко В.І. Спосіб добування сірководню з 
морської води. Патент України на корисну модель № 25861 від 27.08.2007. 
15. Неклюдов И.М., Азаренков Н.А., Борц Б.В., Полевич О.В., Ткаченко В.И. Альтернативная 
серо-водородная энергетика Черного моря. Энергетически выгодные способы извлечения 
сероводородной воды с заданных глубин. Ч. ІІ. Альтернативная энергетика и экология, 2007, № 9 (53), 
с. 35 - 41. 
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16. Борц Б.В., Горлицкий Б.А., Бондаренко Г.Н., Неклюдов И.М., Ткаченко В.И. Альтернативная 
сероводородная энергетика Черного моря. Альтернативная энергетика сероводородной зоны Черного 
моря и Черноморского региона. Часть ІІІ. Альтернативная энергетика и экология, 2009, № 4, с. 12-19. 
17. Б.П. Тарасов. Проблемы и перспективы создания материалов для хранения водорода в 
свя¬занном состоянии. // Альтернативная энергетика и экология.2006, № 2. С. 11-17. 
18. Ажажа В.М., Тихоновский М.А., Шепелев А.Г., Курило Ю.П., Пономаренко Т.А., Виногра¬дов 
Д.В. Материалы для хранения водорода: анализ тенденций развития на основе данных об 
информационных потоках. ВАНТ, 2006, № 1, Серия: Вакуум, чистые материалы, сверх¬проводники 
(15), с.145 - 152. 
 
Допоміжна література: 
 
1. Самсонов М.Д. / Сверхкритическая флюидная экстракция в современной радиохимии / М.Д. 
Самсонов, А.Ю. Шадрин, Д.Н. Шафиков, Ю.М. Куляко, Б.Ф. Мясоедов // Радиохимия. — 2011, Tом. 
53, № 2, — С. 97-106. 
2. Борц Б.В. / Влияние воды на эффективность сверхкритической СО2 экстракции Урана из природных 
минералов // Б.В. Борц, Ю.Г Казаринов, С.А. Сиренко, С.Ф. Скоромная, В.И. Ткаченко // Вестник 
ХНУ, серия: физическая “Ядра, частицы, поля”. — 2012, Вып. 2/54/. № 1001. — С. 125 — 134. 
3. Борц Б. В. Материалы и пробоподготовка для моделирования сверхкритической флюидной 
экстракции урана в среде диоксида углерода / Б. В. Борц, И. Г. Гончаров, А. В. Мазилов, С. Ф. 
Скоромная, В. И. Ткаченко // Вестник ХНУ. — № 1025. — 2012, серия: физическая «Ядра, частицы, 
поля». — Вып. 4/56/. — С. 69-76. 
 
Посилання на інформаційні ресурси в Інтернеті, відео-лекції, інше методичне забезпечення 
 
1. http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k17075r/f1265.image. 
2. http://lifeglobe.net/blogs/details?id=860 
3. http://p-i-f.dreamwidth.org/351593.html 
4. http://en.wikipedia.org/wiki/Supergranulation 
5. Sands J. S., Rast M. P. Is Supergranulation on the Sun's Surface Convection? (unpublished 
manuscript), http://opensky.library.ucar.edu/collections/SOARS-000-000-000-268 
6. Rieuton M., Rincon F. The Sun’s Supergranulation, 2010 – p. 84 
 
 
 

 
3. ПИТАННЯ ДО ЗАЛІКУ, ІСПИТУ 

 
 
1. Визначити поняття надкритичний стан рідких та газоподібних середовищ. 
2. Охарактеризувати параметри надкритичного діоксиду Карбону та його розчинюючі 
властивості.  
3. Описати вилучення комплексів Урану UO2(NO3)22ТБФ методом надкритичної флюїдної 
екстракції в середовищі діоксиду Карбону. 
4. Нестійкість Кельвіна-Гельмгольця. Вихідні рівняння, рішення, аналіз дисперсійного 
рівняння. 
5. Циркуляції Ленгмюра. Дати визначення, описати основні параметри цього явища. Дати 
опис явища на основі теорії конвективних комірок Релея. 
6. Комірки Бенара - Релея. Історія досліджень, основні результати. Циліндричні комірки в 
горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини, що підігрівається знизу (вільні граничні 
умови).  
7. Комірки Бенара - Релея. Історія досліджень, основні результати. Циліндричні комірки в 
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горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини, що підігрівається знизу (змішані та тверді 
граничні умови).  
9. Газліфт (автогазліфт) у Чорному морі. Рівняння газліфта газонасиченої води і його аналіз. 
10. Лабораторне моделювання газліфта води з газонасиченістю, що відповідає 
чорноморській воді. 
11. Фазові переходи першого роду в газонасиченій воді. Отримання вихідного кінетичного 
рівняння, що описує фазові переходи першого роду в газонасиченій воді. 
12. Дослідження кінетичного рівняння, що описує фазові переходи першого роду в 
газонасиченій воді. 
13. Енергія автогазліфту. Механічна енергія піднятої води. Енергія різниці температур. 
Електростанції ОТЕС. 
14. Енергетика, заснована на сірководні, розчиненому в морській воді або, що перебуває в 
газовій фазі грязьових вулканів. Методи виділення сірководню з морської води. Методи 
розкладання сірководню на водень і сірку. 
 
15. Енергія різниці солоності. Енергія хвиль. Енергія вітру. 
16. Вітровий потенціал України. Традиційний підхід у вітровій енергетиці. ВЕС великої 
потужності. Мала вітрова енергетика. Теорія лопатевих вітродвигунів. Теоретична межа 
Бетца. 
17. Сонячна енергія та пристрої для її отримання. Геотермальна енергія. Біоенергетика на 
основі ресурсів Чорного моря. 
18. Енергетика навколишнього середовища – вторинні ресурси, типу твердих побутових 
відходів. Енергетичні острови й концепція сірководневого енергогенеруючого комплексу. 
 
 
 
                             4. ПРИКЛАДИ ЗАДАЧ ТА ЇХ РОЗВ’ЯЗАННЯ 

 
1. Задача  для опису гідродинамічних течій у в'язких нестисливих рідинах, що підігріваються знизу. 

Вважаємо, що в нескінченному горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини з товщиною по осі z, що дорівнює 

h, просторові розподіли температури та тиску слабко відрізняються від рівноважного стану, тобто можуть бути 

представлені у вигляді: T0+T1, p0+p1, де T1 << T0 і p1 << p0 - збурення температури і тиску відповідно. Відхилення 

температури і тиску від рівноважних розподілів T0 і p0 призводить до виникнення конвективного руху з обуреною 

швидкістю , покликаного згладити виниклі збурення. Збурені величини ( , T0+T1, p0+p1) повинні задовольняти 

рівнянням конвекції (система рівнянь теплової конвекції в наближенні Буссінеска) [9, 12]: 

                                                 (1.1)
 

де t – час; c – коефіцієнт температуропровідності рідини; n – коефіцієнт кінематичної в'язкості рідини; g – 

прискорення вільного падіння  – коефіцієнт об'ємного термічного розширення рідини,  - одиничний 

вектор, спрямований проти вектора сили тяжіння . 

Слід зазначити, що система (1.1) отримана в припущенні виконання умови рівноваги для стаціонарних величин: 
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                                    (1.2) 

Діючи на перше рівняння (1.2) оператором  отримаємо рівність: 

 

.   (1.3)   

 

Звідси витікає, що рівноважна температура  може мати залежність тільки від вертикальної 

координати, в той час, як в поперечному напрямку температура постійна: .  

З другого рівняння (1.2) випливає, що в стані рівноваги температуру рідини  можна представити у 

вигляді функції, що лінійно залежить тільки від вертикальної координати:  

 

       (1.4) 

 

де  - постійні числа. В обраній геометрії  відповідає зменшенню, а  - зростанню 

температури зі збільшенням координати , т.т. висоти. 

Таким чином, в стані рівноваги градієнт рівноважної температури дорівнює: 

 

       (1.5) 

 

З урахуванням (1.1) і (1.2), а також лінійної залежності рівноважної температури від вертикальної координати, 

одержимо систему рівнянь для збурень: 

 

                                     (1.6) 

 

На практиці, як правило, горизонтальний шар рідини оточений теплопровідними масивами. 

Тому до системи рівнянь (1.6) потрібно додати рівняння для збурення температури масивів  Тm1 и Тm2: 
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де Тmk – температура k - го масиву, а  - коефіцієнт теплопровідності k - го масиву.  

Наявність масиву змінює умови підігріву горизонтального шару рідини. Тепер вони задаються не на границі 

шару, а на деякій відстані від нього. У найпростішому модельному поданні можна припустити, що в масиві на досить 

великій відстані від границі шару вертикальний градієнт температури заданий у вигляді: 

 

        (1.8) 

 

У цьому випадку температура в масиві задовольняє рівняння теплопровідності: 

 

.         (1.9) 

 

Розв'язок рівняння (1.9) має задовольнятися на границі масиву з розв'язком для температури всередині шару на 

підставі умови безперервності температури і теплового потоку: 

 

       (1.10) 

 

де n – нормаль до границі масива,  - визначається на зовнішній границі k - го масиву умовою підігріву. 

Крім того, необхідно затребувати загасання збурень температури в масиві далеко від поверхні розділу рідина - 

масив. 

Приведемо систему рівнянь для збурень (1.6) до безрозмірного вигляду. Для цього виберемо наступні одиниці 

виміру: відстань - характерний лінійний розмір шару h, час - , швидкість - , тиск - 

, температура – , де  и  - температура нижньої и верхньої границь шару 

відповідно.  

Переходячи з допомогою зазначених одиниць виміру до безрозмірних змінних, отримаємо систему безрозмірних 

рівнянь: 

 

         (1.11) 
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В систему (1.11) входять три безрозмірних параметри: число Прандтля ; відношення 

температуропровідностей рідини і масиву  і число Релея , пов'язане з числами 

Грасгофа і Прандтля співвідношенням . 

Малі збурення , , ,  задовольняють системі лінійних однорідних рівнянь в приватних похідних з 

постійними коефіцієнтами (1.11). З вигляду цієї системи слід, що вона має приватні рішення, що залежать від часу за 

експоненційним законом [9, 12]: 

 

                                     (1.12) 

 

де  - декремент, що визначає залежність збурень від часу. 

Підставляючи (1.12) в (1.11), отримаємо систему диференціальних рівнянь щодо просторових змінних для 

амплітуд збурень: 

 

        (1.13) 

 

У системі (1.13) збурення , p, T, Tmk залежать тільки від координат.  

Рівняння (1.13) повинні бути доповнені граничними умовами, які враховують специфіку контакту в'язкої 

нестисливої рідини з теплопровідними масивами. Надалі ця специфіка буде уточнена для границь з рідким 

теплопровідним масивом, коли на границі відсутні дотичні напруження (вільні граничні умови), або твердим 

теплопровідним масивом, який створює на ній в'язкі напруги (тверді граничні умови). 

 

Для безрозмірних збурених амплітуд на границі рідини з масивом повинні виконуватися умови: 

 

.       (1.14) 

 

З віддаленням від границь шару збурена температура масиву прагне до нуля: 

 

.         (1.15) 

 

Лінійна однорідна крайова задача (1.13) - (1.15) є задачею на визначення власних значень  і власних функцій, 

які задають амплітуди збурень [12].  

 

2. Задача для ідеально теплопровідних масивів і вільних граничних умов. 
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Як зазначено вище, для ідеально теплопровідних масивів система диференціальних рівнянь для амплітуд збурень 

в горизонтальному шарі в'язкої, нестисливої рідини, що підігрівається знизу, має вигляд (1,13), за виключенням 

останнього рівняння: 

 

      (2.4) 

 Нагадаємо, що для ідеально теплопровідних масивів збурена температура на границях шару дорівнює нулю: 

 (див. розд. 2.1). 

Як видно з наведених вище експериментальних результатів, в горизонтальному шарі в'язкої, рідини, що 

підігрівається знизу, формуються ЕКК, які представляють собою відокремлені конвективні комірки циліндричної форми. 

Також експериментально показано, що комірки Бенара формуються з щільно упакованих ЕКК однакової форми. Тому 

для аналізу теплофізичних властивостей комірок Бенара досить розглянути теплофізичні процеси однієї ЕКЕ, а потім 

використовувати отриманий результат для опису просторово періодичної структури. Тому при розв’язку системи (2.4) 

будемо розглядати одну ЕКК.  

Оскільки ЕКК має циліндричну форму, то будемо шукати характеристичні числа і власні рішення крайової задачі 

(2.4) в циліндричній системі координат. При цьому, з огляду на експериментально виявлену аксіальну симетрію 

конвективного потоку в ЕКК, будемо вважати, що всі збурення не залежать від аксіального кута , тобто . 

 Із системи рівнянь (2.4) можно виключити тиск  та паралельні границям шару компоненти швидкості . Для 

цього застосуємо до першого рівняння системи (2.4) оператор , й запишемо отриманий вираз в проекції 

на вісь . Тоді з перших двох рівнянь (2.4) отримаємо більш прості рівняння виду: 

 

      (2.5) 

 

де ,  - поперечний лапласіан. 

 

Рівняння (2.5) мають бути доповнені вільними граничними умовами. Границі шару вважаємо плоскими, тому що 

конвекція не призводить до їх суттєвого викривлення. Згідно Релею [3], на пласких границях шару мають бути відсутніми 

дотичні напруження, тобто  [11], де  - радіальна проекція збуреної швидкості. Звідси 

слідує: .  

Узагальнюючи викладене вище, запишемо на межах  граничні умови крайової задачі (2.5):  
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      (2.6) 

 

 Умова (2.6) з використанням рівняння неперервності може бути трансформована до граничної умови на другу 

похідну по вертикальній координаті на вертикальну швидкість. Диференціюючи останнє рівняння (2.4) по координаті 

, та, використовуючи умову відсутності дотичних напружень на границі шару (2.6), послідовно маємо: 

.  

 Таким чином, для крайової задачі (2.5) з вільними пласкими границями  граничні умови на них 

мають вид: 

 

       (2.7) 

 

У крайовій задачі також існують випливаючи з (2.7) додаткові граничні умови на радіальну швидкість в ЕКК, а 

саме оскільки в ЕКК відсутня течія через бічну циліндричну поверхню, то справедлива умова: 

  (2.8) 

де  – безрозмірний радіус ЕКК. 

Очевидно, що на осі симетрії комірки течія в радіальному напрямку також відсутня: 

  
(2.9) 

 

 При відомих розподілах збуреної швидкості і температури в початковий момент часу (початкові умови) система 

рівнянь (2.5) з граничними умовами (2.7) дозволяє однозначно визначити збурення температури T і осьову компоненту 

швидкості  в будь-який момент часу і в будь-якій точці простору. З рівняння безперервності, знаючи , можна 

визначити радіальну компоненту швидкості , а після цього з першого рівняння (2.4) – збурений тиск . 

 

3. Задача для отримання аналітичного розв’язку збуреної швидкості та температури. 

 

Система рівнянь (2.5) і граничні умови (2.7) не залежать від поперечних координат і часу. Тому будемо шукати 

такий частинний розв’язок цих рівнянь, який експоненціально залежать від часу, а також виражається через власні 

обмежені функції плоского лапласіану. В літературі такі частинні розв’язки мають назву "нормальні моди" [12]. 

Частинний розв’язок рівнянь (2.5), з урахуванням раніше обраної експоненційної залежності збурень від часу 

(див. розд. 1), є функціями виду:   

 (2.10) 

v vv 0, 0, 0.r z
z T

z r
¶ ¶

= = = =
¶ ¶

z

2 2

2 2
0, 0, 0,
1 1 1

v v v10 r z z

z z z
z z z

r
r r z z z= = =

= = =

æ ö¶ ¶ ¶¶ ç ÷= + =
ç ÷¶ ¶ ¶ ¶
è ø

0, 1z z= =

2

2

vv 0, 0, 0.z
z T

z
¶

= = =
¶

v 0,
cr r R=
=

cR

0
v 0.r r=

=

v z v z
v r p

( ) ( )0v ( , , ) ( ) exp ,z rt r z v z J k r tl= × × -



12  

 (2.11) 

де  і  - амплітуди збурень вертикальної швидкості та температури відповідно;  - функції Беселя 

першого роду нульового порядку від аргументу ;  - радіальне хвильове число, що характеризується залежністю від 

поперечної координати . В правих частинах рівнянь (2.10) та (2.11) пропущені доданки, пропорційні циліндричній 

функції другого роду, або функції Неймана  через її розбіжність при  [30]. 

Підставляючи (2.10) і (2.11) в (2.5) отримаємо систему звичайних однорідних диференціальних рівнянь для 

амплітуд збурень: 

  (2.12) 

Для граничних умов (2.7) розв’язок рівняння (2.12) можливо представити у вигляді: 

  (2.13) 

  (2.14) 

де  - цілі числа,  і  - сталі коефіцієнти.  

Вирази, які описують частинний розв’язок для радіальної швидкості руху нестисливої рідини в ЕКК  

можна отримати, підставивши (2.13) в рівняння неперервності.  

Оскільки: 

  (2.15) 

то 

  (2.16) 

з урахуванням [30]: 

  (2.17) 

маємо: 

 , (2.18) 
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будуть наростати до таких великих величин, коли стануть несправедливими умови лінеаризації початкових рівнянь (2.5), 

і розглянута математична модель стане непридатною.  

У разі формування стійких конвективних структур зміна збурень у часі як температури, так і швидкості відсутня 

досить тривалий проміжок часу. Отже, необхідною умовою існування ЕКК протягом кінцевого проміжку часу є умова 

l = 0. Тоді збурення швидкості та температури приймають вигляд: 

   
 (2.19) 

 (2.20) 

 

4. Визначення радіуса елементарної конвективної комірки. 

 

Визначимо залежність радіуса ЕКК від числа Релея  

Як було відзначено в попередньому розділі, стійке існування циліндричної комірки можливо тільки 

при . Звідси для основної моди ( ) можна записати неповне кубічне рівняння для визначення 

радіуса комірки . 

 , (2.25) 

де . 

Далі будемо розглядати лише дійсні рішення рівняння (2.25). В [12] показано, що мінімальне значення 

числа Релея , при якому можливий стійкий конвективний рух становить 27p4/4 » 657,5. При  

рівняння (2.25) має три дійсних рішення: 

 , (2.26) 

 , (2.27) 

де , . 

Зазначимо, що при  справедлива рівність . 

На рис. 2.14 представлені графіки залежності дійсної частини коренів неповного кубічного рівняння 

(2.25) від числа Релея. 

 

 

( ) 0v ( , , ) sin ( ),z rt r z A n z J k rp= × ( )1
1v ( , , ) cos ( )r r rt r z Ak n n z J k rp p-= - ×

( ) 0( , , ) sin ( ).rT t r z B n z J k rp= ×

0)Re( , =l- in 1n =

cR

( ) 3 2 0f x x Rx Rp= - + =

2
1,2 i

c

x
R
s

p
æ ö

= + ç ÷
è ø

minR minR R³

( ) ( ) 2)()(32)()()(2,1 RaRaiRaRaRx -+-+ -+-= !

)()()(3 RaRaRx -+ +=

3 2 )(2)( RQRRa ±p-=± ( )4 2( ) 27 4 27Q R R Rp= - -

minR R= 1 2x x=
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Рис. 2.14. Залежності дійсної частини коренів  

кубічного рівняння (2.25) від числа Рэлея  ( ) 

Радіус конвективної комірки, виходячи з рішень рівняння (2.25), може бути визначений одним із 

наступних виразів: 

 , (2.28) 

де   –  - те рішення рівняння (2.25). 

Для того, щоб обрати із виразів (2.28) фізично обґрунтоване значення радіуса конвективної комірки 

будемо виходити з факту, встановленого експериментальним шляхом (див. таблицю 2.2): безрозмірний радіус 

ЕКК є постійною величиною. Отже, зі збільшенням товщини шару рідини радіус комірки збільшується. З огляду 

на цей факт, а також використовуючи результати числового аналізу виразів (2.26) та (2.27), для визначення 

радіуса ЕКК в (2.28) слід використовувати рішення . 

Визначимо тепер залежність теплової потужності ЕКК від числа Релея. 

У низхідному потоці на зовнішній границі комірки у вузькому шарі по радіусу (

) масову вертикальну витрату теплової енергії в одиницю часу можна оцінити 

величиною  

 , (2.29) 

де a – коефіцієнт пропорційності, який дорівнює відношенню максимальних вертикальних швидкостей 

масопереносу рідини  в серединному перерізі ЕКК;  – 

поперечна площа низхідного потоку рідини.  

Очевидно, що в силу закону збереження маси, вертикальна масова витрата, яка переносить тепло з 

нижньої гарячої на верхню холодну поверхні шару буде поблизу осі ЕКК буде такої ж величини. 

R

R ( )Re , 1,2,3i ix x i¢ = =

( )31,( ) ( )c k i kR R x Rs=

1,2,3,k = ( )kx R k

1( )x R

,c c cR r R R- D £ £ D <<

G A Sa r S=

v ( ,z 0.5) v ( 0, 0.5)z c zr = R r = z= = 2 cS RpS = D
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Таким чином, теплова потужність W ЕКК (тобто кількість тепла, що переноситься нею в одиницю часу) 

при z = 0,5, n = 1, l = 0 може бути записана як 

  (2.30) 

де сp – питома теплоємність рідини при постійному тиску. 

Із (2.29), (2.30) видно, що теплова потужність, що переноситься однією ЕКК обернено пропорційна 

квадрату її радіуса і пропорційна числу Релея . 

Оскільки радіус комірки відповідає товщині шару (за цим принципом відібрано рішення ), вираз 

для потужності (2.30) може бути приведений до величини, яка пропорційна . 

Для аналізу умов виникнення елементарної конвективної комірки розглянемо залежність рішення 

 від числа Релея. Це рішення, згідно рис. 2.14, має максимальне значення  при 

, і з ростом  зменшується.  

З виразів (2.28) та (2.30) випливає, що зі збільшенням числа Релея від  до нескінченності радіус 

елементарної конвективної комірки збільшується як , а теплова потужність зменшується 

пропорційно .  

Таким чином, максимальна потужність комірки досягається при її мінімальному радіусі. Величину 

мінімального радіуса можна визначити підстановкою значень  та  у вираз (2.28)  

 . (2.31) 

Вираз (2.31) показує, що величина радіуса ЕКК, яка знаходиться в стійкому стані, може приймати лише 

дискретні значення, що визначаються нулями функції Беселя першого роду першого порядку. Цей факт, 

отриманий нами теоретично, підтверджується і експериментальними даними (див. таблицю 2.2), що свідчить 

про адекватність сформульованої математичної моделі і отриманих аналітичних рішеннях. 

 

5.  Крайова задача Релея з твердими граничними умовами. 

 

Для випадку задачі Релея з твердими границями задача про дослідження конвективного руху зводиться 

до вирішення системи рівнянь (1.13) з граничними умовами, що накладаються на амплітуди збурень, , p, T, 

Tm1. 

Визначимо ці граничні умови. 

На твердих границях всі компоненти швидкості рідини, і, зокрема, вертикальна компонента, 

дорівнюють нулю [11]: 

 

( ) ( ) 3 2
2 1 2 1 1   –    –   · · ·   · · ,p p S c cW Gc T T aAc S T T R R h R Rr - -= = =L =L
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-
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= = = »

v!



16  

 = 0,      = 0. (3.1) 

 

З рівняння неперервності, і з (3.1) можна отримати граничні умови на похідну вертикальної швидкості 

по вертикальній координаті на верхній і нижній границях: 

 

  = 0,      = 0. (3.2) 

 
Граничні умови для збуреної температури визначаються виходячи з таких міркувань: якщо на границях 

шару в будь-який момент часу в будь-якій їх точці підтримується постійна температура, то збурення 

температури на цих границях повинно дорівнювати нулю [12]: 

 

 T|z=0 = 0,     T|z=1 = 0. (3.3) 

 
Лінійна однорідна крайова задача (1.13), з граничними умовами (3.1) - (3.3) являє собою задачу на 

визначення власних чисел. Власними числами, згідно (1.12), є декременти нормальних збурень λ (характерні 

числа), а власними функціями - амплітуди відповідних збурень. 

Як випливає з (1.13), спектр збурень швидкості і температури залежить від граничних умов і 

безрозмірних параметрів: числа Релея -  і числа Прандтля - , які визначають властивість подоби задачі про 

нормальні збурення рідини, що підігрівається знизу [12]. 

Таким чином, система рівнянь (1.13), і граничні умови (3.1) - (3.3) визначають крайову задачу для 

пошуку спектра нормальних збурень у в'язкому, нестисливому, горизонтальному шарі рідини, що підігрівається 

знизу, при наявності твердих граничних умов. 

6. Аналітичний розв'язок задачі Релея з твердими і змішаними граничними умовами. 

 

Початкова система рівнянь (1.13) має частинні розв'язки (2.10), (2.11), які при описують 

стаціонарні стани збурень швидкості і температури циліндричної комірки.  

 Підстановка стаціонарних розв'язк (2.10), (2.11) в рівняння (1.13) приводить до звичайного однорідного 

диференційного рівняння для ампліуди збурення швидкості , де, вважаючи , 

отримаємо характеристичне рівняння [48]: 

 

.          (3.4) 

 

де  - довільна постійна величина.  

Корені характеристичного рівняння (3.4) визначаються наступними виразами: 

0
vz z= 1

vz z=

0

vz
z

d
dz = 1

vz
z

d
dz =

R P

0l =

( )zn ( ) ( )0 expz A qzn =

( )32 2 2
r rq k k R= --

0A
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       (3.5) 

де . . 

 Розв'язки рівнянь (3.4) описують нейтральні збурення для амплітуди вертикальної швидкості в 

інтервалі .  

 Будемо шукати амплітуду вертикальної швидкості у вигляді: 

 

        (3.6) 

 

де  - довільні константи, які визначаються граничними умовами: 

 

 .   (3.7) 

 

Як випливає з [12], розв'язки рівняння (3.4), а також отриманий на їх основі вираз (3.6) визначають 

значення критичних чисел Релея і амплітуду нейтральних збурень відповідно. Критичні числа Релея і амплітуди 

нейтральних збурень не вдається записати в аналітичному вигляді. Це до теперішнього часу було можливо 

тільки в результаті наближеного числового розв'язку трансцендентних рівнянь. 

Однак, при певних припущеннях, розв'язок (3.6) може бути представлено в аналітичному вигляді. 

Нижче наведемо метод отримання аналітичного розв'язку. 

Аналогічно розв'язку для вертикальної швидкості вільної конвективної комірки, коли 

, будемо шукати розв'язок системи рівнянь (1.13) для  в такому ж 

вигляді, тобто вважаємо , де завжди вважаємо виконаною нерівність . В окремому випадку 

вважаємо , що виявляється можливим тільки в разі, коли . 

Якщо в (3.6) задати наступні значення констант: , 

, то в симетричних відносно  межах по  вираз для 

вертикальної швидкості, який задовольняє граничним умовам (3.7), має вигляд: 

 
(3.8)
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7. Визначення діаметра конвективної комірки з твердими та змішаними 

граничними умовами.  

  

 Вираз (3.11) задовольняє фізично обгрунтованим граничним умовам на осі та 

периферії комірки, тому що при  і на її зовнішній границі  радіальна швидкість 

рідини дорівнює нулю. Таким чином, значення радіального хвильового числа можна 

визначити наступним співвідношенням: 

 
        

 (3.12) 

де  - радіус конвективної комірки,  -  - й нуль функції Бесселя першого роду першого 

порядку ( ), . Наведемо значення перших п'яти нулів функції 

Бесселя: ; ; ; ; . 

В работі [19] експериментально і теоретично показано, що радіус вільної конвективної 

комірки визначається співвідношенням (3.12), де в якості хвильового числа використовується 

його мінімальне значення, що дорівнює . При цьому радіус вільної 

комірки визначається величиною:  

.     

 (3.13) 

З проведених авторами експериментальних результатів випливає, що радіус комірки 

зі змішаними граничними умовами приймає значення від 2,65 до 2,83, тобто має менше ніж 

для вільної комірки значення. Теоретично розраховане значення діаметра конвективної 

комірки зі змішаними граничними умовами, аналогічно розрахунку діаметра вільної 

конвективної комірки, визначимо із співвідношення (3.12), підставив значення мінімального 

хвильового числа розглянутої граничної задачі  [12]: 

   

 (3.14) 

Отримане теоретичне значення діаметра конвективної комірки зі змішаними 

граничними умовами кількісно відповідає експериментально виміряним в даній роботі, і 

лежить в діапазоні від 2,65 мм до 2,83 мм. 

Грунтуючись на отриманих результатах для конвективної комірки з вільними і 

змішаними граничними умовами можна визначити діаметр конвективної комірки для задачі з 

твердими граничними умовами. Його теоретичне значення дорівнює:

(3.15) 
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8. Тепломассоперенос в конвективній комірці з вільною верхньою границею і при врахуванні 

поверхневого натягу. 

за відсутності ефекту плавучості (коефіцієнт температурного розширення дорівнює нулю), стаціонарні 

рівняння для амплітуд збуреної вертикальної швидкості і температури мають вигляд:  

 

 (3.27) 

 (3.28) 

де , ,  і  - вертикальна координата, і збурена 

швидкість,  - збурена температура,  - поперечні координати. 

Система безрозмірних рівнянь (3.27), (3.28) повинна бути доповнена граничними умовами в 

безрозмірному вигляді на жорсткій нижній границі ( ), і на вільній поверхні комірки ( ):  

на границі  

 (3.29) 

на границі  

 (3.30) 

 
(3.31) 

 (3.32) 

де  - число Марангоні,  - температурний коефіцієнт поверхневого натягу, 

 - безрозмірний коефіцієнт тепловіддачі (число Біо) [54],  - коефіцієнт 

теплопередачі, що визначає швидкість зміни з температурою швидкості передачі тепла на одиницю площі 

верхньої поверхні рідини до верхнього середовища,  - коефіцієнт температуропровідності верхнього 

середовища.  

 При  - шар підігрівається знизу, в іншому випадку - зверху. Значення  та 

 є граничними ближениями, відповідними дуже хорошому і дуже поганому провіднику температурних 

збурень відповідно [54].  

Гранична умова (3.31) отримана з вимоги рівності сили, що виникає через залежність тангенціального 

поверхневого натягу від температури, напруги зсуву, що діє на поверхню рідини, з урахуванням умови 

нерозривності середовища [53]. При цьому вплив поверхневого натягу на нормальну напругу поверхні 

ігнорується, оскільки воно мале. 

При відсутності поверхневого натягу гранична умова (3.31) переходить в граничну умову для вільної 

поверхні. 

Зазвичай, на практиці при не дуже тонких шарах рідини, що підігрівається знизу, присутні як 

поверхневий натяг, так і плавучість. 
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Врахування плавучості в системі рівнянь (3.27) - (3.32 здійснюється введенням в ліву частину рівняння 

(3.27) додаткового доданку, відповідального за цей ефект. В цьому випадку в системі рівнянь (3.27) - (3.32) слід 

рівняння (3.27) замінити на , де  - число Релея [12]. 

В роботі [12] система рівнянь (3.27) - (3.32) при наявності ефекту плавучості             ( ) досліджена 

числовими методами. В результаті дослідження було встановлено, що плавучість і поверхневий натяг, що 

призводять до нестабільності, підсилюють один одного, і тісно пов'язані. Показано, що комірки, утворені 

поверхневим натягом, приблизно того ж розміру, що і ті, що утворені тільки плавучістю.  

 Однак отримані числові результати не дозволяють описати фізику взаємовпливу плавучості і 

поверхневого натягу в умовах різного режиму теплообміну між рідиною і теплопоглинаючим середовищем, що 

примикає до її верхньої границі. 

Вид граничних умов істотно позначається на критерії стійкості конвективного масопереносу в шарі 

в'язкої нестисливої рідини. Відсутність на границях рідини дотичних напружень призводить до стаціонарної 

задачі Релея, яка має аналітичні розв'язки для збуреної швидкості і температури в шарі [3]. 

Врахування дотичних напружень на границях рідини (не важливо, якої природи) призводить до задачі 

з твердими граничними умовами (на верхній і нижній границях існують дотичні напруги). 

 Вперше аналітичні розв'язки стаціонарної, лінійної задачі Релея [3] в циліндричної геометрії з 

твердими, а також змішаними граничними умовами отримано в [48]. На основі цих розв'язків знайдені 

аналітичні вирази нейтральних кривих для твердих і змішаних граничних умов. Показано, що ці криві з 

достатнім ступенем точності відповідають чисельним розрахункам інших авторів [12].  

 Отримані в [48] аналітичні розв'язки використані в [55] для формулювання фізичної моделі залежності 

числа Нуссельта від числа Релея. Ця модель виявилася досить реалістичною, тому що з хорошою точністю 

описує експериментально отримані дані залежності числа Нуссельта від числа Релея для низки в'язких, 

нестисливих рідин. 

Аналітичні розв'язки, отримані в [48], можуть стати основою для опису процесів тепломасопереносу в 

конвективних комірках з вільною верхньою границею при врахуванні її поверхневого натягу. Дослідження 

такого кола задач становить значний інтерес як для побудови теорії конвективних процесів в шарах в'язких 

нестисливих рідин з урахуванням поверхневого натягу, так і для застосування висновків теорії в різних 

практичних додатках. 

Тому в цьому розділі наведені результати дослідження процесів тепломасопереносу в циліндричній 

конвективній комірці з вільною верхньою границею при врахуванні її поверхневого натягу. 

 

3.2.5.2. Рівняння для збуреної вертикальної швидкості і температури в циліндричній комірці і граничні 
умови 
 

 Стаціонарні ( ) рівняння для амплітуд збуреної вертикальної швидкості 

 (2.10) і температури  (2.11) в циліндричній геометрії 

складаються з рівняння (3.27) з врахуванням плавучості і рівняння (3.28): 

 (3.33) 

 (3.34) 

де , . 
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При цьому граничні умови, як і раніше, задаються виразами (3.29) - (3.32). 

Підстановка (2.10), (2.11) в рівняння (3.33), (3.34) дає систему звичайних диференціальних рівнянь для 

амплітуд збурень (2.12), де необхідно покласти .  

  (3.35) 

 (3.36) 

 Граничні умови (3.29) - (3.32) після підстановки (2.10), (2.11) перетворюються до виду: 

на границі  

 (3.37) 

на границі  

 (3.38) 

 
(3.39) 

 (3.40) 

Таким чином, крайова задача (3.35) - (3.40) визначає спектр характеристичних збурень рівноважного 

конвективного процесу в циліндричній конвективній комірці при врахуванні поверхневого натягу.  

 

3.2.5.3. Розв'язок рівнянь для збурених вертикальної швидкості і температури в циліндричній комірці з 
урахуванням граничних умов. 

 

Рівняння (3.35), (3.36) з граничними умовами (3.37) - (3.40) в окремому випадку можуть бути вирішені 

в аналітичному вигляді. Для цього підставимо рівняння (3.36) в рівняння (3.35).  

Така підстановка дає диференційне рівняння шостого порядку, яке може бути зведено до 

характеристичного рівняння: 

 
(3.41) 

де , параметр  визначає залежність амплітуди вертикальної швидкості  від 

координати  у вигляді , де  - довільна постійна величина. 

В окремому випадку, при  і  залежність числа Релея від хвильового числа 

визначається виразом: 

 
(3.42) 

 Вираз (3.42) масштабно - зсувними перетвореннями може бути приведено до виразу для нейтральної 

кривої крайової задачі з твердими граничними умовами [48]. 
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Слід зазначити, що вираз (3.42) може бути отриманий з [54], якщо отримані в цій роботі ряди Фур'є 

розглядати як асимптотичні. 

Амплітуда розв'язку вертикальної швидкості може бути представлена або у вигляді симетричної 

(відносно ) функції , або несиметричної - : 

 (3.43) 

де  .   

Розв'язки (3.43) на нижній границі шару при  автоматично задовольняють граничній умові (3.37). 

Амплітуда збуреної температури визначається з рівняння (3.34) методом варіації довільних сталих, і з 

урахуванням вимоги  при , може бути представлена у вигляді: 

 (3.44) 

де .   

На верхній границі шару ( ) амплітуди вертикальної швидкості  або  задовольняють 

граничній умові автоматично. 

Граничні умови (3.37), (3.40) приводять до системи рівнянь для визначення коефіцієнтів  і , або 

 і . 

Симетричний розв'язок . Симетричне розв'язок описує конвекцію в шарі в'язкої нестисливої 

рідини, що підігрівається знизу, з твердими границями, тому що збурення вертикальної швидкості і перші її 

похідні на обох границях дорівнюють нулю. 

Підставляючи значення  з (3.37) в праву частину рівняння (3.35), а потім, використовуючи 

вираз , і обчислюючи другу і четверту похідні  на верхній границі, отримаємо наступне 

співвідношення між числами Релея і Марангоні: 

 (3.45) 

З іншого боку, підстановка  в граничні умови (3.37), (3.38) приводить до системи рівнянь, щодо 

двох коефіцієнтів  і : 

 (3.46) 
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де  

З (3.46), виключаючи коефіцієнти  і , визначимо залежність числа Марангоні від хвильового 

числа:  

 (3.47) 

З (3.47) випливає, що для задачі з твердими граничними умовами числа Марангоні негативні у всьому 

діапазоні зміни радіального хвильового числа і числа Біо. Цей факт означає, що рідина характеризується 

від'ємним значенням температурного коефіцієнта поверхневого натягу ( ). 

Співвідношення (3.42), (3.45), (3.47) отримані виходячи зі значення параметрів 

 і . Ці значення параметрів визначають точку на площині (

), яка не перебуває на нейтральній кривій задачі з твердими граничними умовами. Для переходу на нейтральну 

криву необхідно використовувати описану в [48] масштабну інваріантність розв'язки (3.43): множення  і  

на деяку постійну величину  не змінює виду розв'язку, а тільки призводить до заміни товщини шару  на 

. При цьому, під знаком тригонометричної функції в (3.43) величину  слід замінити на , тому що 

при отриманні виразу (3.43) була використана зсувна інваріантність: . 

Нейтральна крива задачі з твердими граничними умовами для  описується виразом [48]: 

 
(3.48) 

Число Марангоні при виконанні масштабних перетворень для переходу до нейтральної кривої задачі з 

твердими граничними умовами перетвориться до виду: 

 (3.49) 

де  - масштабний числовий коефіцієнт, вибір величини якого буде обгрунтований нижче.  

Таким чином, співвідношення між числами Релея і Марангоні для крайової задачі з твердими 

граничними умовами має вигляд: 

 (3.50) 

Рівняння (3.50) встановлює зв'язок між заданими числами Релея і Марангоні, але ніяк не змінює їх 

значень. 

Розв'язок (3.50) відносно  визначає поперечне хвильове число, що в свою чергу задає локальне 

аспектне число  (відношення діаметра комірки до товщини шару) співвідношенням: 

. Згідно (3.50), величина поперечного хвильового числа залежить від числа Біо. Тому при незмінній товщині 

шару  і для заданого режиму теплопередачі з верхньої границі шару (різні числа Біо) будуть формуватися дві 

комірки різного діаметру, кожна з яких відрізняється знаком числа Релея. 
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Константу  в (3.49) задано, виходячи з таких міркувань. 

З виразу (3.50) утворюємо функцію 

. Будемо вважати числа Релея 

позитивними: . 

Виберемо таке мінімальне  у числа Марангоні, щоб в граничному випадку існувала точка 

, в якій крива  торкається прямої . Згідно (3.48), наявність точки дотику вказує на 

існування стійкої конвективної комірки. Якщо точки перетину або дотику немає, то комірки не утворюються, 

тому що немає розв'язків рівняння (3.50). Чисельними розрахунками встановлено, що точка дотику  

утворюється при  

  

9. Задача Релея з вільними межами та Ленгмюрівські циркуляції 

У 1916 р. лорд Релей [3] розв'язав задачу про конвективну течію в горизонтальному шарі рідини з вільними 

межами, нижня з яких мала вищу температуру. Коротко викладемо отримане Релєєм рішення для подальшого 

його використання при створенні теоретичної моделі генерації ЛЦ вітром. 

 

Нехай є горизонтальний нескінченний шар рідини товщиною (див. Рис. 4.2). Вважаємо, що вісь  

спрямована вгору, перпендикулярно границь шару, що збігаються з площинами  и . Температура 

границь шару задана: ,  ( ), і в стані рівноваги задовольняє співвідношенню: 

 

,     (4.1) 

 

де  – розподіл температури по товщині шару,  – різниця температур між площинами,  

– одиничний вектор, направлений вздовж вісі .  

 

 
Рис. 4.2. Схема розташування горизонтального шару рідини з вільними межами 

 

1C

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )2 22 2
1 1 12 0.7 0.7 rigid rigid

r r r r rF k k X k M k R kp+= × - × +

( )1 0rigid
rR k >

1C 0Bi =

( )r pt
k ( )1 rF k ( ) 1rU k = -

( )r pt
k

1 4.836.C =

z
0z = z h=

0 2(0)T T= 0 1( )T h T= 2 1T T>

( )0 zT z e
h
Q

Ñ = -
! !

( )0T z 2 1T TQ = - ze
!

z



25  

В роботі [3] досліджено малі нестаціонарні збурення рівноважних параметрів шару. Вихідна система 

рівняння для безрозмірних збурень має вигляд [3, 12]: 

 

,      (4.2) 

,           (4.3) 

,             (4.4) 

 

де  – оператор Лапласа, , 

 – одиничні вектори, направлені вздовж осей   відповідно, 

,  – число Релея,  – число 

Прандтля,  и  – кінематична в'язкість і температуропровідність рідини,  – коефіцієнт об'ємного 

температурного розширення рідини,  – збурення швидкості, тиску та температури 

відповідно.  

В безрозмірній системі рівнянь (4.2)–(4.4) використані наступні одиниці виміру: відстань – товщина шару 

; часу – ; швидкості – ; температури – ; тиску – , де  – 

середнє значення густини рідини.  

Для шару з вільними плоскими межами під час відсутності на них дотичних напружень система рівнянь 

(4.2) - (4.4) має приватні рішення, що описують гармонійні збурення в координатах , та змінюються у часі 

по експоненційному закону: 

 

,  (4.5) 

,      (4.6) 

 

де  – параметр, що характеризує загасаючі ( ), зростаючі ( ) або стаціонарні стани ( ) 

збурень (4.5), (4.6);  і  – амплітуди збурень;  – хвильові числа, що характеризують 

періодичність збурень у напрямках  и  відповідно.  

Граничні умови Релея відповідають вільним, без дотичних напружень, кордонів [3, 12.]. Їх вигляд 

визначається співвідношеннями: 
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де штрих позначає похідну по координаті . 

Значення амплітуд збурень вертикальної швидкості і температури (4.5), (4.6) в цьому випадку мають 

простий вигляд: 

     (4.8) 

 

де  – цілі числа, змінна  після обезрозмірювання змінюється від от 0 до 1. 

Непарні значення  описують симетричні відносно площини  збурення вертикальної складової 

швидкості і температури, тт. амплітуди цих збурень максимальні на цій площині. Парні значення  

відповідають несиметричному відносно площини  розподілу по координаті  вертикальної складової 

швидкості і температури. В цьому випадку амплітуди збурень дорівнюють нулю на цій площині. 

Підстановка розв'язків (4.8) в рівняння (4.2), (4.3) приводить до системи рівнянь для амплітуд збурень: 

 

  (4.9) 

 

де . 

Для існування нетривіального рішення системи рівнянь (4.2), (4.3) необхідно прирівняти детермінант 

системи (4.9) нулю. В результаті цього отримаємо квадратне рівняння щодо декременту . Його корені дають 

наступну залежність значення декрементів від хвильового числа, а також чисел Релея ( ) и Прандтля ( ). 

 

. (4.10) 

 

З виразу (4.10) випливає, що рішення (4.5), (4.6) нестійкі тільки при підігріві шару рідини знизу ( ) 

і тільки для значень числа Релея  [12]. При підігріві шару зверху ( ) розв'язки виду 

(4.5), (4.6) завжди стійкі. 

Надалі будемо аналізувати тільки стійкі збурення ( ). 

При  розвозок (4.5), а також відповідне йому, згідно рівняння (4.4), значення горизонтальної 

швидкості  описує конвективні вали с віссю обертання, паралельній вісі : 
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   (4.11) 

 

 

10. Задача на розподіл швидкостей в поверхневому шарі рідини 
Виходячи з моделі, схематично представленої на рис. 6 з урахуванням процесів на кордоні формування ЛЦ, 

швидкість поверхневого шару рідини дорівнює сумі швидкості далеко від кордону формування ЛЦ  і 

проекції на вісь  швидкості , що формується в граничній кубічній 

комірці:  

 

                                      (4.23) 

 

Для прив'язки запропонованої моделі до реальних умов необхідно задати значення константи . З огляду на те, 

що практично вся енергія вітру передається в обертання конвективних валів [66], визначимо значення цієї константи 

середнім значенням швидкості : . З урахуванням ефекту зміщення центрів конвективних валів, 

аналогічно модельному поданню (4.19), перепишемо вираз (4.23): 

 

, (4.24) 

де   . 

На рис. 4.8 зображено розподіл усередненої по координаті  швидкості                         (

)поверхневого шару рідини, отримане з (4.24) при , , 

, .  
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Рис. 4.8. Залежність середньої швидкості течії  поверхневого шару рідини від поперечної 

координати в конвективній кубічній комірці  

 

З цього малюнка слід, що величина швидкості поверхневого шару рідини мінімальна над висхідним потоком і 

збільшується на порядок з ростом координати , т. т. з наближенням до wind-streaks (низхідному потоку). При 

подальшому збільшенні координати значення швидкості поверхневого шару рідини різко зменшується і над спадним 

потоком стає рівним мінімальній. Зазначене вище збільшення швидкості відповідає даним, наведеним в [69]. Однак, на 

відміну від останніх, запропонована модель дає таку ж швидкість поверхневого шару рідини в області wind-streaks, як і 

над висхідним потоком. Мабуть, така різниця результатів пов'язана зі складністю експериментального вимірювання 

швидкості рідини в досить вузькій wind-streaks смузі її течії. 

 

11. Застосування «перколяційних» граничних умов для опису нестійкості зсувних стратифікованих течій. 

Дослідження розвитку вітрового хвилювання поверхні води. 

 

Дослідимо стійкість малих збурень параметрів системи, використовуювуючі рівняня (5.7), (5.8), (5.11).  

Розглянемо стійкість границі стратифікованої в напрямку осі сдвигової течії. Вважаємо, що швидкості  і , а 

також хвильове збурення поширюється вздовж осі . Лінеаризація системи рівнянь (5.7), (5.8), (5.11), і представлення 

залежностей потенціалу швидкості  і границі розділу  що задані у вигляді 

, , де  і  – частота і хвильове число 

хвилі, ,  - довжина хвилі збурення: 
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На відміну від дисперсійного рівняння, отриманого в роботі [82], в рівнянні (5.12) з'являються два доданки, які 

враховують вплив в'язкості на дисперсію. Передостанній доданок (5.12) відповідає за загасання збурення в середовищі, 

а останній характеризує «перколяційні» властивості границі розділу. Відзначимо також, що дисперсійне співвідношення 

(5.12) збігається з наведеним в [9] в короткохвильовому наближенні за винятком останнього доданка, де приведена сума 

добутку в'язкості і швидкості однойменних середовищ.  

У безрозмірних змінних в системі Ламба ( ) рівняння (5.12) приймає вигляд: 

 

. (5.13) 

 

Тут використані наступні позначення для безрозмірних змінних:  – частота,  – хвильове число, 

, ,  – параметр стійкості. Для процедури 

обезрозмірювання використані характерні масштаби довжини  і часу 

. 

Розв'язок дисперсійного рівняння (5.13) відносно  має вигляд: 

 

. 
(5.14) 

 

Нестійкість виникає тільки в разі, коли W1,2 має додатню уявну частину. Ця вимога зумовлює наступні умови 

розвитку нестійкості: 

 

. (5.15) 

 

Нерівність (5.15) відрізняється від отриманої раніше [82] наявністю додаткової складової в лівій частині виразу, яке 

залежить від в'язкості середовищ. Таким чином, врахування в'язкості змінює критерій виникнення нестійкості. Оскільки 

в'язкість характеризує дисипативні властивості середовища, то що розвивається в цьому випадку нестійкість КГ будемо 

називати дисипативною нестійкістю КГ. 

Розглянемо випадок, який найбільш часто зустрічається на практиці. Визначимо умови виникнення вітрового 

хвилювання на поверхні води. Для цього визначимо значення густини, в'язкості і поверхневого натягу (див. таблицю 5.1.) 

 

Таблица 5.1. Значення густини, кінематичної в'язкості  

води і повітря, також  поверхневого натягу міх ними [83 - 86] 
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Повітря   

Вода   

Коефіцієнт поверхневого натягу води, Н/м  

Прискорення вільного падіння, м/с2  

 

Оскільки для повітря і води , а , то першим доданком у нерівності (5.15) можна знехтувати в 

порівнянні з другим. Звідси випливає, що граничне значення швидкості, перевищення якого призводить до розвитку 

нестійкості кордону розділу, визначається виразом . Для повітря і води воно дорівнює 2,32×10–1 м/с. 

 

 
Рис. 5.5. Залежність уявної частини частоти  від параметра нестійкості  для 

значення безрозмірного хвильового числа . Крива 1 відповідає . При 

цьому критичне значення  (  = 6,46 м/с); крива 2 – << , <<  

критичне значення  ( =2,32·10–1 м/с) 

 

На рис. 5.5 приведена залежність інкремента нестійкості від параметра нестійкості для в'язких середовищ (суцільна 

крива) і для середовищ під час відсутності в'язкості (пунктирна крива), побудована для одного значення безрозмірного 

хвильового числа, розглянутого в [72]. 

З графіка випливає, що врахування в'язкості істотно змінює характер поведінки инкремента при малих значеннях 

параметра нестійкості w за відсутності в'язкості і призводить до розвитку дисипативної нестійкості. Інкремент цієї 

нестійкості при великих значеннях w наближається до величини инкремента нестійкості КГ за відсутності в'язкості. В 

області малих w інкремент монотонно зменшується до нуля. При  <  збурення границі розділу середовищ є 

затухаючими (стійкими). 
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На завершення необхідно відзначити, що даний розгляд справедливий для збурень, довжини хвиль яких великі в 

порівнянні з сумарною товщиною перехідних шарів води і повітря, величина якої визначається виразом  

[81]. Для границі повітря - вода ця величина не перевищує значення 5÷7·10–3 м.  

Таким чином, критерій застосування нашого розгляду полягає у виконанні нерівності  м. 

 

 
 

         5. КРИТЕРІЇ ОЦІНЮВАННЯ ЗНАНЬ 
 
 
Для оцінювання результатів навчання використовуються такі види та методи контролю: поточний 
контроль протягом семестру – усне та експрес - опитування на лекціях, виступи студентів при обговоренні 
теоретичних положень дисципліни ; перевірка завдань на СРС; підсумкові семестрові контролі – залік та 
іспит.   
Знання студентів як з теоретичної, так і з практичної підготовки оцінюються за такими критеріями: 
4 бали – студент міцно засвоїв теоретичний матеріал, глибоко і всебічно знає зміст навчальної дисципліни, 
основні положення наукових першоджерел та рекомендованої літератури, логічно мислить і будує 
відповідь, вільно використовує набуті теоретичні знання при аналізі практич-ного матеріалу, висловлює 
своє ставлення до тих чи інших проблем, демонструє високий рі-вень засвоєння практичних навичок; 
3 бали – студент добре засвоїв теоретичний матеріал, володіє основними аспектами з першо-джерел та 
рекомендованої літератури, аргументовано викладає його; має практичні навички, висловлює свої 
міркування з приводу тих чи інших проблем, але припускається певних неточ-ностей і похибок у логіці 
викладу теоретичного змісту або при аналізі практичного; 
2 бали – студент в основному опанував теоретичними знаннями навчальної дисципліни, орієн-тується в 
першоджерелах та рекомендованій літературі, але непереконливо відповідає, плутає поняття, додаткові 
питання викликають невпевненість або відсутність стабільних знань; відпо-відаючи на запитання 
практичного характеру, виявляє неточності у знаннях, не вміє оцінювати факти та явища, пов’язувати їх 
із майбутньою діяльністю; 
1 бал – студент майже не опанував навчальний матеріал дисципліни, не знає наукових фактів, визначень, 
майже не орієнтується в першоджерелах та рекомендованій літературі, відсутнє на-укове мислення, 
практичні навички майже не сформовані. 
0 балів – знання як з теоретичної, так і з практичної підготовки за даним завданням виявити не вдається, 
невиконання завдання у разі відсутності на заняттях або під час СРС.  
Вагові коефіцієнти завдань для різних видів контролю розподіляються таким чином 
завдання за темами розділу 1 –3,75; 
завдання за темами розділу 2 –3,75; 
завдання за темами розділу 3 –3,75; 
завдання за темами розділу 4 –3,75. 
Екзамен, залік  – 40,0. 
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