Лекция 10.

Задачи электростатики с разрывными граничными условиями

Рассмотрим два проводника 
[image: image1.wmf]EABF

 и 
[image: image2.wmf]EDCF

, которые ограничивают прямоугольную область (рис.4.4). На проводнике 
[image: image3.wmf]EABF

 задан потенциал, равный минус единице, а на проводнике 
[image: image4.wmf]EDCF

 —  потенциал, равный единице. Требуется определить потенциальную функцию 
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 в данной прямоугольной области: 
[image: image6.wmf]1

;

1

;

0

=

-

=

=

D

-

FCDE

EABF

u

u

u

.
[image: image7.png]D E A
b
-a a
-b
C F B





                                                            Рис.4.4.

В этом случае задача оказалась доступной для классического метода разделения переменных. В работе [72] приведено ее точное решение:
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(4.1)

Построим функцию, равную минус единице на правой стороне 
[image: image9.wmf]EABF

 изображенного на рис.4.4 прямоугольника, и единице на его левой стороне 
[image: image10.wmf]ECDF

 [86]:
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При этом 
[image: image12.wmf](
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В процессе проведения вычислительного эксперимента при построении уравнений участков 
[image: image15.wmf]EABF

 и 
[image: image16.wmf]ECDF

 было отдано предпочтение операции (2.56):
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Чтобы свести задачу к отысканию возможно более регулярной (гладкой)  неопределенной компоненты 
[image: image19.wmf]F

 и, благодаря этому, получить возможность приближаться к ней с требуемой точностью в аппроксимационных пространствах меньших размерностей, необходимо стремиться к тому, чтобы вид GSS был проще, и в то же время, по возможности, учитывалась априори известная информация о решении и его сингулярностях. Такая информация в первую очередь может быть получена путем анализа поведения функций-возбудителей поля. Так, если среди краевых условий имеется условие Дирихле 
[image: image20.wmf]j

=

u

 на 
[image: image21.wmf]¶W

, а функция 
[image: image22.wmf]j

 является разрывной на границе, как в нашем случае, то неизбежно разрывным является и решение краевой задачи. При этом неэффективно искать его приближение в виде непрерывных полиномов или сплайнов (в том числе и тех, которые часто предлагаются в методе конечных элементов), а необходимо предложить такую GSS, в которой упомянутый разрыв был бы учтен в отдельном слагаемом и дело свелось к аппроксимации гладкой неопределенной компоненты, а не разрывного решения. В некоторых случаях улучшить качество GSS и в результате уменьшить вычислительные затраты удается путем ее “привязки” к точным решениям близких по характеру задач, использования экспериментальных данных, инженерной интуиции и др. К числу априорной информации, которая также может быть учтена при построении GSS, относятся геометрическая и физическая симметрии решения, если таковые имеются.

Результаты решения приведены на рис.4.5, а сравнение с точным решением показало, что относительная нормированная погрешность составила 0.4%. Попытки применить в этом случае метод конечных элементов, последовательно сгущая сетку в окрестности точек 
[image: image23.wmf](
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, к результатам требуемой точности так и не привели. Это объясняется не только нашим недостаточным опытом применения метода конечных элементов, но и тем, что в этом методе приближается само решение 
[image: image24.wmf]u

, которое представляет, как это следует из граничных условий, разрывную функцию. Используя же метод R-функций,  мы приближаем непрерывную функцию 
[image: image25.wmf]F

, в то время как ”разрывная составляющая решения” вошла в первое слагаемое формулы (4.2).
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                                                      Рис.4.5.

 Несколько усложним пример, поместив в рассматриваемую область по кругу радиуса 
[image: image27.wmf]R

 изоляторы радиуса 
[image: image28.wmf]r

, 
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, где 
[image: image30.wmf](

)

(

)

6

,

sin

,

cos

1

1

=

q

m

=

-

q

m

=

n

n

r

y

R

n

r

x

, 
[image: image31.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

å

-

ú

û

ù

ê

ë

é

q

-

-

p

=

q

m

+

k

k

k

n

k

n

n

2

1

1

2

2

1

2

sin

1

8

, на которых заданы условия 
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, что приводит к необходимости использования GSS
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(4.3)

	[image: image34.png]10000 +01
.77776E+00

?7776E+00
10000E 01





	[image: image35.png]10000 +01
.77776E+00

?7776E+00
10000E 01






	a)
	б)

	[image: image36.png]10000 +01
.77776E+00

"2776E +00
10000E 01





	[image: image37.png].10027E+01
.77986E+00

77986E+00
10027E+01






	в)
	г)


                                                          Рис.4.6.
На рис.4.6 приведены результаты решений для 
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, свидетельствующие о возрастающем влиянии изоляторов с увеличением их радиусов на картину поля.


Пусть в рассматриваемой области по кругу радиуса 
[image: image39.wmf]R

 помещены изоляторы в виде правильных пятиугольных звезд, уравнения которых построены согласно примеру, иллюстрированному рис.2.37. Соответствующие  линии уровня распределения электрического потенциала приведены на рис.4.7. Следует отметить, что в процессе решения этих задач задание геометрической информации с буквенными параметрами позволяет проводить многовариантные расчеты, меняя как величину вставок-изоляторов, так и их количество.
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Рис.4.7.
         Однако не во всех ситуациях использование только формул (2.39) и (2.40) является рациональным с вычислительной точки зрения. Так, если для областей, изображенных на рис.4.6, рис.4.7, на границе каждого из отверстий  задана своя функция 
[image: image42.wmf]i

j

 и для решения задачи применяется GSS (4.2), то возникает необходимость включения в эту GSS левых частей уравнений границ каждого из отверстий. Очевидно, что при построении функции 
[image: image43.wmf]w

 в GSS (4.2) выгодно воспользоваться методикой по формулам (2.39) и (2.40), а при построении функций 
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  воспользоваться 
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, либо, в случае точечной симметрии циклического типа, формулами
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В этом случае уравнение каждой из шести окружностей примет вид

[image: image47.wmf]

EMBED Equation.3[image: image48.wmf](
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где 
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. Здесь еще раз обращаем внимание читателя, что функция 
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, построенная по формуле (4.3), является более простой, чем функция 
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, соответствующая классической схеме. В последней формуле число R-операций возрастает с увеличением количества отверстий.
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