Теплопередача


Лекция 15.

Задачи о равновесии тороидальной плазмы
В настоящее время учеными накоплен большой опыт по созданию термоядерных реакторов, основанных на принципе магнитного удержания плазмы [41]. Среди предложенных систем реакторов лидирующее положение занимает ТОКАМАК [33]. В ТОКАМАКЕ горячая плазма имеет форму тора и удерживается от контакта со стенкой реактора с помощью магнитного поля, создаваемого как внешними магнитными катушками, так и током, протекающим по самой плазме. Однако проблема создания термоядерного реактора полностью не решена прежде всего из-за невозможности магнитного удержания плазмы на длительное время. Это вызвано тем, что плазме в магнитном поле присуща внутренняя неустойчивость с очень небольшим временем нарастания.

Одним из методов исследования многих проблем динамики плазмы является магнитогидродинамическое приближение [33]. При таком подходе плазма рассматривается как сплошная среда, в которой могут протекать токи, и описывается уравнениями магнитной гидродинамики [33, 124]. Основу любой гидродинамики составляют три закона сохранения — массы, импульса и энергии. При этом основными параметрами, характеризующими движение среды, являются массовая плотность, массовая скорость и давление, зависящие в общем случае от времени и координат. В магнитной гидродинамике, кроме того, вводят плотность электрического тока и вектор индукции магнитного поля. Для их определения уравнения динамики проводящей среды дополняют уравнениями Максвелла. Введем следующие обозначения:

— плотность массы: 
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 — индекс сорта частиц (электроны, ионы). Так как масса иона значительно превосходит массу электрона, 
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, то вкладом массы электронов в плотность 
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 обычно пренебрегают;

— массовая скорость: 
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; по той же причине примерно равна скорости ионной компоненты;

— плотность заряда: 
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, где 
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 – абсолютная величина заряда электрона;

— плотность тока: 
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Если предполагается, что скорость электронов 
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 значительно превосходит скорость ионов 
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Используя принятые обозначения, запишем систему уравнений идеальной магнитной гидродинамики.
Уравнение неразрывности:
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 (4.29)

Уравнение движения:
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где 
[image: image14.wmf]i
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 — полное давление плазмы, равное сумме давлений электронов и ионов, 
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 – внешняя сила (например, сила тяжести), 
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 — полная производная по времени от скорости плазмы.
Закон Ома (в предположении идеальной проводимости плазмы):
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Уравнения Максвелла:
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Предполагается, что все процессы медленные, и токами смещения можно пренебречь. 

Уравнение состояния имеет вид 
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 — концентрация (плотность числа частиц) газа, 
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 — постоянная Больцмана, 
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 — температура.

Важный круг задач, в которых с успехом применяется магнитная гидродинамика, связан со стационарными течениями плазмы, то есть с такими, когда параметры течения явно не зависят от времени, и частные производные по времени в уравнениях (4.29)-(4.35) можно опустить. Если пренебречь диффузией, то есть полагать 
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 и считать плазму стационарной, то уравнение магнитной гидродинамики и уравнения Максвелла принимают вид


[image: image27.wmf]B

j

c

p

r

r

´

=

Ñ

1

,




 


(4.36)


[image: image28.wmf]0

=

B

div

r

,




 


(4.37)


[image: image29.wmf]j

c

B

rot

r

r

p

=

4

. 







(4.38)

Записанная система уравнений позволяет исследовать механическое равновесие проводящей среды в магнитном поле. Такое равновесие необходимо, в частности, для осуществления управляемой термоядерной реакции. Исследование равновесия в замкнутых плазменных конфигурациях существенно упрощается при наличии пространственной симметрии задачи. К таким конфигурациям относятся осесимметричные конфигурации с круговой магнитной осью и конфигурации с винтовой магнитной осью, обладающие винтовой симметрией. Осесимметричные конфигурации в настоящее время имеют наибольшее практическое значение.

Рассмотрим условия равновесия осесимметричных магнитогидродинамических конфигураций. Примером такой конфигурации является тор, представленный на рис.4.39. В этом случае система уравнений, описывающих условия равновесия, сводится к одному, согласно следующей схеме. Обозначим цилиндрические координаты 
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Рис. 4.39.
Магнитное поле и плотность тока в плазме представляют сумму полоидальной и тороидальной компонент:
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Введем функции
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через которые выражаются 
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- и 
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-компоненты поля и тока. Поверхности 
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 являются поверхностями соответственно магнитных силовых линий и линий тока.

Из условия (4.37) следует, что полоидальные компоненты поля выражаются через скалярную функцию 
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Из условия (4.38) следует, что
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Из уравнения равновесия (4.36) следует, что
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Из соотношений (4.39), (4.40) видно, что 
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, то есть градиент 
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 ортогонален магнитным силовым линиям и линиям тока. Это означает, что на магнитной поверхности вместе с давлением 
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 постоянны также 
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 и 
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. Поскольку магнитная поверхность может быть определена заданием одной из сохраняющихся на ней величин, например 
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, две другие будут функциями 
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Наконец, уравнение 
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 дает соотношение, определяющее равновесную конфигурацию:
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Последнее выражение можно переписать в виде
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Полученное уравнение называют уравнением Грэда-Шафранова, оно является уравнением магнитостатики с нелинейным распределением продольного тока [24]. 

Уравнение Грэда-Шафранова может быть записано в операторном виде:
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Это возможно, так как
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Определение равновесия в замкнутой плазменной конфигурации, имеющей вид тороида с поперечным сечением в форме квадрата (рис.4.40) сводится к решению следующей краевой задачи [161]:
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Рис. 4.40.
 Решение задачи будем искать методом R-функций в виде 
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 — нормализованное уравнение границы 
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 – неопределенная компонента.

Согласно методу R-функций, нормализованное уравнение границы 
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, представленного на рис.4.40, может быть записано следующим образом: 
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 — R-конъюнкция [86,171]. Неопределенную компоненту 
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 — некоторая полная система функций, в данном случае — финитные кубические сплайны Шенберга, 
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 — неизвестные коэффициенты, которые находились по методу наименьших квадратов из условия минимума функционала 
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Результатом вычислений при 
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 являются картины линий уровня, представленные на рис. 4.41.
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Рис. 4.41.
Для области, изображенной на рис. 4.42, нормализованное уравнение границы может быть записано с использованием буквенных параметров 
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Рис. 4.42.
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Результаты решения задачи (4.41)-(4.42) для различных значений буквенный параметров, а следовательно, и различных случаев сечения тороида представлены на рис. 4.43 а-г в виде картин линий уровня. Изменяя значения буквенных параметров в рамках одной логической формулы, получаем нормализованные уравнения границ различных геометрических конфигураций тороида, что дает возможность проводить многовариантный вычислительный эксперимент.
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Рис. 4.43. 

Полученные решения описывают семейство вложенных друг в друга магнитных поверхностей 
[image: image105.wmf]const
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y

. Анализ полученных результатов позволяет судить о влиянии сечения тороида на магнитную ось, где давление плазмы принимает максимальное значение.
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