Лекция 13.

 Моделирование физических полей в средах с кусочно-однородными включениями
Современные высокотехнологичные материалы применяются практически во всех сферах человеческой деятельности. Их искусственное происхождение является залогом точного соответствия целям и задачам каждой конкретной области. Учёные и инженеры создают технологии на основе композитов с целью максимально реализовать положительные качества материала и свести к минимуму отрицательные. Каждое применение требует от материала своих особенностей, например в судостроении это — прежде всего прочность и лёгкость, в строительстве и отделке — долговечность и эстетическая составляющая. Составы на основе полиэфирных смол и других композиционных материалов широко применяются и в автомобилестроении, и в химическом производстве, и даже в производстве предметов обихода. На сегодняшний день практически нет такого материала, который не мог бы быть заменён композиционными составами. Композиты составлены из фрагментов разнородных материалов, компонентов, физико-химически взаимодействующих между собой. Различают природные композиты (земная кора, дерево, биоткани) и искусственно созданные с заранее заданными свойствами. Как правило, эти свойства резко отличаются от свойств отдельных компонентов композита. Часто композит существует уже только в виде конструкции, т. е. конструкция из композита не отличается от материала. Это приводит к необходимости разработки новых подходов к испытаниям композитов и развитию математического аппарата для оптимального проектирования конструкций из них. Особенности композита требуют для их расчёта применять не только детерминированный подход, но и стохастический, создавать специальную теорию эксперимента, математический анализ разрывных функций, теорию оптимального проектирования, разрабатывать алгоритмы решения краевых задач для неоднородных и анизотропных сред.

 
Чем обширнее приложения той или иной научной дисциплины, тем большее значение приобретает совершенствование и разработка ее научных методов. В теории задач с разрывами первого рода всегда играл и продолжает играть большую роль эксперимент. Однако в последние десятилетия заметно возросла роль математических методов исследования. Эта тенденция, связанная с достижениями вычислительной математики и развитием вычислительной техники, несомненно, будет продолжаться и в дальнейшем. Плодотворность использования математических методов в теории задач расчёта полей для тел, физические характеристики  которых имеют разрывы первого рода, определяется двумя обстоятельствами: наличием хорошо обоснованных и достаточно универсальных математических моделей и возможностью получить решение указанной системы уравнений и довести его до числа. Таким образом, данные задачи допускают строгую математическую постановку. Их решение связано с преодолением преимущественно математических трудностей и в большинстве случаев может быть проведено с необходимой точностью. Следовательно, результаты теоретического расчета обладают достаточно высокой степенью достоверности.
В задачах теплопроводности, электростатики, теории упругости для тел, состоящих из частей с различными физическими характеристиками (коэффициенты теплопроводности, диэлектрические проницаемости, упругие постоянные) кроме обычных краевых условий на границе рассматриваемого тела 
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 появляются условия стыковки на границах 
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 между составляющими его частями (рис.4.17). Вид этих условий определяется физической постановкой задачи [20,70,86,89,90,108,117,148]. Например, в задачах электростатики и теплопроводности [70,108] рассматриваются условия вида
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(4.19)
где 
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, 
[image: image5.wmf]j

u

 — решения в подобластях 
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 — их физические характеристики. 


Более сложная ситуация возникает в том случае, когда среда характеризуется несколькими параметрами. Так в задаче о проводимости среды с неоднородными включениями в магнитном поле появляется условие более общего вида [20,148]:

[image: image10.wmf]0

0

0

0

,

+

W

¶

-

W

¶

+

W

¶

-

W

¶

t

¶

¶

+

¶

¶

=

t

¶

¶

+

¶

¶

=

ij

j

ij

ij

ij

ij

j

j

j

j

ij

i

i

i

i

i

j

i

u

b

n

u

a

u

b

n

u

a

u

u

, 
(4.20)
где постоянные 
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 выражаются через физические характеристики сред, а 
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 — касательная к 
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Рис.4.17. 
В работах [70,86,89,108,148] рассматривались  разные типы условий стыковки, однако во всех случаях после построения структуры решения 
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, учитывающей краевые условия на внешней границе 
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, в ней производилось сохраняющее границу 
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 отображение


[image: image20.wmf]{

}

{

}

{

}

{

}

,

2

,

1

;

,

,

;

)

(

)

(

1

1

2

1

=

a

=

a

=

=

a

w

+

=

=

i

x

x

x

x

x

x

x

x

Q

i

i

i








где
[image: image21.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image22.wmf]0
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 — уравнение внешней границы, 
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 — некоторые функции, выбираемые специальным образом в зависимости от вида условий стыковки. Очевидно, что первое из условий (4.19) будет выполнено, если 
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 — непрерывные функции, а для выполнения второго условия из (4.19) необходимо, чтобы по нормали к 
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 функции 
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 имели разрыв первого рода. В работах [70,89] показано, что их можно представить в виде
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который легко обобщается для нескольких подобластей. А именно,
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где 
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 для различного расположения подобластей (здесь 
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 — нормализованное уравнение границ раздела сред). 
Для условий (4.20) в работе [148] были построены

[image: image32.wmf],

,

2

12

22

1

12

21

2

12

2

12

2

2

12

12

1

12

11

2

12

2

12

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

w

¶

+

¶

w

¶

w

+

w

w

=

a

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

w

¶

+

¶

w

¶

w

+

w

w

=

a

x

a

x

a

x

a

x

a


где 
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Однако при практическом использовании этой методики необходимо в каждом конкретном случае проверять принадлежность образа отображения 
[image: image34.wmf]Q

 области 
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. Дополнительные трудности возникают также за счет деформации сетки сплайнов при отображении 
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, усложняющей организацию вычисления квадратур. Эти факторы оказывают существенное влияние при численной реализации задач с большим контрастом значений физических параметров.

Другая методика учета условий стыковки основана на представлении структур решения различными аналитическими выражениями в различных подобластях [63,66,89,117].


Рассмотрим уравнение
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(4.21)

в конечной области 
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 с кусочно-однородными включениями при краевых условиях смешанного типа
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(4.22)

и условиях стыковки (4.19).

В данном случае структуру решения можно представить в виде
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(4.23)

где 
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 — уравнение внешней границы, 
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 — нормализованные уравнения границы 
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 подобластей 
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 (допускается исключение участков, принадлежащих 
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 — постоянные, которые находятся из условий (4.19), 
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 — структура решения, учитывающая краевые условия на внешней границе 
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 [86]. Из (4.23) следует, что первое из условий (4.19) удовлетворяется автоматически ввиду того, что 
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. Чтобы удовлетворить второму условию из (4.19), продолжим 
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 внутрь соответствующих подобластей, используя операторы 
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 [86]. Подставляя (4.23) в (4.18), в результате получим
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Отсюда
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Поскольку при удовлетворении стыковочным условиям имеет значение лишь отношение величин 
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, можно наложить на величины 
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 дополнительные ограничения. В частности, потребуем выполнение условий
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Таким образом, при выборе 
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 следует руководствоваться ограничением
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Структура (4.23) справедлива при произвольном расположении подобластей с различными физическими характеристиками, хотя в некоторых частных случаях можно провести ее упрощение. Например, для расположения подобластей, указанного на рис.4.17, а, б можно положить
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Неопределенная компонента 
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, входящая в структуру решения, представляется в виде 
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 система координатных функций. Неизвестные коэффициенты 
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 можно определить одним из вариационных или проекционных методов. Для реализации метода Ритца осуществляется переход к краевой задаче с однородными граничными условиями и на линеале функций, им удовлетворяющих, строится функционал, эквивалентный данной краевой задаче. Доказав положительную определенность соответствующего оператора, можно применять метод Ритца, обеспечив при этом сходимость к точному решению по энергии. Переход к однородным краевым условиям осуществляется путем замены 
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 удовлетворяет краевым условиям (4.22).

Таким образом, в области 
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 ищем решение следующей эквивалентной (4.19), (4.21), (4.22) краевой задачи:
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Докажем положительную определенность оператора 
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 на линеале 
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. Имеем
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Учитывая однородные граничные условия Дирихле на контуре 
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, условия Неймана на контуре 
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Рассмотрим тестовый пример решения поставленной задачи для области, изображенной на рис. 4.18, а.
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Точное решение при 
[image: image86.wmf]1

,

5

.

0

,

4

,

2

=

=

=

=

l

c

b

a

 имеет вид 


[image: image87.wmf]),

)

)

(

2

1

)

(

2

1

(

2

1

)

)

(

2

1

)

(

2

1

(

2

1

(

2

1

4

3

2

1

2

1

3

2

1

2

1

4

3

2

1

2

1

3

2

1

2

1

-u

-u

-u

u

u

u

-

u

-u

u

u

u

u

-u

-u

u

u

u

-

u

-u

u

u

u

u

t

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

=

 

где


[image: image88.wmf](

)

(

)

.

2

2

1

;

2

2

;

2

2

1

;

2

2

;

4

1

;

1

3

1

;

1

3

1

;

1

4

4

3

2

1

1

2

2

4

4

2

3

3

2

2

2

1

1

1

+

=

+

=

+

=

+

=

e

e

=

-

+

=

-

+

+

=

-

+

+

=

-

+

=

k

c

k

k

c

k

c

k

k

c

k

c

y

c

u

k

c

y

c

u

k

c

y

c

u

c

y

c

u


Структура решения, учитывающая главные краевые условия на внешней границе, имеет вид 
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Результаты решения представлены картинами линий уровня на рис.4.18, б — при 
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Рис. 4.18.
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Рис. 4.19.
Задача (4.24)-(4.26) была решена также для области, изображенной на рис.4.20,  а. Ниже для примера подробно описан процесс построения структуры решения и функций границ. 
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Численная реализация проводилась с теми же аппроксимационными средствами, что и в предыдущей задаче (порядок аппроксимирующего пространства 
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. Задание геометрической и физической информации с буквенными параметрами позволяет в рамках одной программы проводить многовариантные  расчеты, изменяя как расположение и конфигурацию сред, так и значения их физических характеристик.
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Рис. 4.20. 
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Рис. 4.21.
На рис.4.22 приведены результаты расчетов при различных значениях буквенных параметров: а) — схемы расположения кусочно-однородных сред, где на светлом фоне 
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 ; б) — картины линий уровня распределения электростатического поля; в) — графики распределения поля в сечении 
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Рис. 4.22. 
Следует отметить, что изменение буквенных параметров позволяет не только изменять положение и размеры вставки, но и ее вид: в данном примере это может быть крест, квадрат и прямоугольник.

Задача (4.24)-(4.26) была решена также для области, изображенной на рис.4.23, а, с условиями
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(4.27)
Здесь
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Результаты представлены картинами линий уровня на рис.4.23 б, в (б — картина линий уровня распределения поля при 
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Рис. 4.23. 
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Рис. 4.24.
Таким образом, было отдано предпочтение методике, основанной  на представлении структур решений различными аналитическими выражениями в различных подобластях, что позволило без дополнительных исследований проводить вычислительные эксперименты с использованием сплайн-аппроксимации при больших контрастах физических и геометрических параметров сред.
PAGE  
1

_1313947618.unknown

_1313947777.unknown

_1313947961.unknown

_1313996789.unknown

_1313996924.unknown

_1314435632.unknown

_1316951307

_1316951341

_1316951283

_1313997374.unknown

_1313997398.unknown

_1313997432.unknown

_1313997375.unknown

_1313996925.unknown

_1313997373.unknown

_1313996800.unknown

_1313996806.unknown

_1313996813.unknown

_1313996923.unknown

_1313996803.unknown

_1313996795.unknown

_1313996797.unknown

_1313996792.unknown

_1313949783.unknown

_1313949892.unknown

_1313996737.unknown

_1313949797.unknown

_1313948036.unknown

_1313949764.unknown

_1313949780.unknown

_1313949756.unknown

_1313948023.unknown

_1313947844.unknown

_1313947932.unknown

_1313947937.unknown

_1313947956.unknown

_1313947934.unknown

_1313947886.unknown

_1313947889.unknown

_1313947870.unknown

_1313947825.unknown

_1313947837.unknown

_1313947840.unknown

_1313947842.unknown

_1313947833.unknown

_1313947787.unknown

_1313947788.unknown

_1313947780.unknown

_1313947719.unknown

_1313947751.unknown

_1313947760.unknown

_1313947763.unknown

_1313947754.unknown

_1313947721.unknown

_1313947735.unknown

_1313947746.unknown

_1313947720.unknown

_1313947715.unknown

_1313947717.unknown

_1313947718.unknown

_1313947716.unknown

_1313947713.unknown

_1313947714.unknown

_1313947711.unknown

_1313947712.unknown

_1313947637.unknown

_1313947469.unknown

_1313947532.unknown

_1313947569.unknown

_1313947610.unknown

_1313947613.unknown

_1313947583.unknown

_1313947540.unknown

_1313947561.unknown

_1313947565.unknown

_1313947550.unknown

_1313947538.unknown

_1313947510.unknown

_1313947515.unknown

_1313947522.unknown

_1313947529.unknown

_1313947513.unknown

_1313947488.unknown

_1313947501.unknown

_1313947479.unknown

_1313947371.unknown

_1313947395.unknown

_1313947455.unknown

_1313947460.unknown

_1313947428.unknown

_1313947386.unknown

_1313947390.unknown

_1313947374.unknown

_1274176559.unknown

_1313947346.unknown

_1313947365.unknown

_1313947368.unknown

_1313947354.unknown

_1284805323.unknown

_1313946547.unknown

_1313947341.unknown

_1284805390.unknown

_1313946542.unknown

_1284805356.unknown

_1274180789

_1274266286

_1274266341

_1274266383

_1274265307

_1274265393

_1274265487

_1274180859

_1274180365

_1274180495

_1274179981

_1274180057

_1273315344.unknown

_1273500410.unknown

_1273927448.unknown

_1273927643.unknown

_1273662534

_1273662619

_1273315560.unknown

_1273500403.unknown

_1273315448.unknown

_1273315474.unknown

_1273314530.unknown

_1273314837.unknown

_1272976067.unknown

_1273314349.unknown

_1272976927

_1272970096

_1272972626.unknown

_1272973093

_1272976038.unknown

_1272973015

_1272972433.unknown

_1272969983

_1272967291

