Лекция 9.

R-ФУНКЦИИ В МАТЕМАТИЧЕСКОМ И КОМПЬЮТЕРНОМ МОДЕЛИРОВАНИИ ФИЗИЧЕСКИХ ПОЛЕЙ

 Установившееся движение несжимаемой вязкой жидкости по цилиндрическим трубам

Одним из наиболее простых случаев установившегося движения вязкой несжимаемой жидкости является ламинарное движение по цилиндрической трубе произвольного сечения, при котором линии тока являются прямыми линиями, параллельными оси трубы [40,71]. Направим ось 
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 по оси бесконечно длинной трубы вдоль потока жидкости, так что из трех компонент вектора скорости 
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 остается лишь одна 
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, а остальные равны нулю. Считая плотность 
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 и коэффициент вязкости 
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 постоянными, из уравнений Стокса 
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и уравнения неразрывности 
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получим систему уравнений
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Из первых двух уравнений следует, что 
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, а из последнего —  
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. Таким образом, если провести нормальные к оси трубы сечения, то во всех таких сечениях распределения скоростей одинаковы. А давление меняется только от сечения к сечению, сохраняя в данном сечении одинаковое значение. Окончательно получим одно уравнение 
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, где 
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 — постоянное вдоль трубы падение давления на произвольно выбранном участке длины 
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, с граничным условием прилипания жидкости 
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. Данная математическая модель аналогична математической модели теории упругости о кручении призматического стержня.


Цель исследований, проведенных ниже на примере решения простейшей задачи —  сравнительный анализ и оценка достоверности решений, полученных методами Ритца и наименьших квадратов, а также выработка рекомендаций по использованию конструктивных средств теории R-функций.


Структура решения  имеет вид 
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, где 
[image: image17.wmf](

)

0

,

=

w

y

x

 — уравнение границы поперечного сечения трубы, а неопределенную компоненту 
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 будем отыскивать, минимизируя как функционал 
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 по методу Ритца, так и функционал 
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 по методу наименьших квадратов. 


Пример. Пусть труба имеет сечение в виде правильного треугольника. Для построения его уравнения выбираем следующие примитивы:


[image: image21.wmf].
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Уравнение границы сечения трубы 
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. На рис. 4.1, а приведены результаты решения, полученного методом Ритца, а на рис. 4.1, б — методом наименьших квадратов. В качестве аппроксимационных средств использовались кубические сплайны Шенберга, размерность аппроксимационного пространства — 
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. Сравнительный анализ показывает полное совпадение результатов рис.4.1, а, б и известного точного решения 
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б)


Рис. 4.1.
Пример. Пусть труба имеет сечение, изображенное на рис.4.2. Выбираем следующие примитивы:
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 EMBED Equation.3  [image: image28.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image29.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image31.wmf];
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 EMBED Equation.3  [image: image32.wmf]÷
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Уравнение границы сечения трубы — 
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Рис. 4.2.
На рис. 4.3, а приведены результаты решения, полученного методом Ритца (
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), а на рис. 4.3, б — методом наименьших квадратов (
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). Причиной существенного отличия результатов является наличие входящих углов, а, следовательно, особенностей в системе 
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 для вторых производных, которые присутствуют в функционале при применении метода наименьших квадратов.
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г) 


Рис. 4.3.
Построим уравнение границы сечения трубы, используя на входящих углах систему 
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, а именно 
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На рис. 4.3, в приведены результаты решения, полученного методом Ритца (
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100

´

=

N

), а на рис. 4.3, г — методом наименьших квадратов (
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). При использовании системы 
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 результаты рис.4.3, а, в отличаются на 1,46%, а результаты рис.4.3, в, г отличаются на 7,8%. Таким образом можно сделать вывод о том, что, во-первых, наличие входящих углов требует применения системы 
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, а во-вторых, метод наименьших квадратов сходится гораздо медленнее метода Ритца, что для стабилизации результатов требует существенного увеличения размерности аппроксимационного пространства.
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