Лекция 11.

Магнитогидродинамическое течение в прямоугольной трубе при больших значениях числа Гартмана

Течение электропроводящей жидкости в трубе, помещенной во внешнее магнитное поле — это главное явление, обуславливающее функционирование большинства магнитогидродинамических машин. Всякое движение жидкой электропроводящей среды в магнитном поле сопровождается целой гаммой специфических электродинамических и механических эффектов, составляющих объект изучения магнитной гидродинамики [3,6,27,34,118,159]. В общем случае эти эффекты весьма сложны, и потому теоретическое решение возможно обычно лишь после принятия некоторых допущений. Рассмотрим магнитогидродинамическое (МГД) течение однородной изотропной несжимаемой жидкости в трубах. Физическим воплощением такой жидкости могут быть расплавленные металлы или соли и электролиты. Предположим, что собственное магнитное поле индуцированных токов пренебрежимо мало по сравнению с внешним магнитным полем. В настоящее время имеются уже многие десятки работ, посвященных исследованию таких течений, большей частью стационарных одномерных и двухмерных, но в ряде случаев также и нестационарных или трехмерных [118]. Во всех этих работах течение предполагается ламинарным. Это ограничение является при магнитогидродинамическом течении менее жестким, чем при течении вне поля. Действительно, давно известно [159], что магнитное поле может значительно повышать устойчивость течения, и что во многих случаях при наложении достаточно сильного магнитного поля можно получить ламинарное течение при числах Рейнольдса, на несколько порядков больших обычного для труб критического значения.
Создание компьютерных моделей физических процессов, позволяющих, варьируя геометрические и физические параметры, проводить многовариантные расчеты, является актуальной задачей.


Основная система уравнений, описывающих магнитогидродинамическое течение, имеет вид [8,34]
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где 
[image: image2.wmf]n

=

0

0

Re

L

V

 — гидродинамическое число Рейнольдса, 
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 — магнитное число Рейнольдса, 
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Рассмотрим стационарное течение вязкой несжимаемой электропроводящей жидкости в цилиндрическом канале с образующими, параллельными оси 
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. Канал помещен во внешнее магнитное поле, не изменяющееся вдоль оси 
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. Предположим, что вектор скорости имеет лишь составляющую вдоль оси 
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. Тогда из уравнения неразрывности 
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Если приложенное магнитное поле параллельно оси 
[image: image18.wmf]Oy

: 
[image: image19.wmf]{

}

z

H

H

,

1

,

0

=

r

,  
[image: image20.wmf]V

V

z

=

, а 
[image: image21.wmf]P

z

p

-

=

=

¶

¶

const

, тогда из уравнений (4.4)-(4.10) следует
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Здесь 
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 — число Гартмана, которое выражает меру противодействия магнитных сил вязким. Обозначим 
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, тогда из (4.11) получим
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Рассмотрим математическую модель электромагнитного насоса. Жидкость с электропроводностью 
[image: image28.wmf]s

 и вязкостью 
[image: image29.wmf]h

 находится в канале, поперечное сечение которого изображено на рис.4.9 [25,58,62]. Электромагнитная сила обусловлена током, который подводится к паре электродов, расположенных на электроизолированной граничной плоскости, и однородным внешним магнитным полем, вектор напряженности которого перпендикулярен плоскости электродов. Течение происходит в канале, стенки которого (за исключением электродов) изолированы.  Два идеально проводящих электрода, к которым подводится ток 
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, расположены на нижней стенке симметрично относительно плоскости 
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. Течение вызывается электромагнитной силой (
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 — вектор напряженности однородного внешнего магнитного поля), т.е. в данном случае градиент давления равен нулю.
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Рис.4.9.

В такой постановке задача (4.12) сводится к решению системы двух дифференциальных уравнений, не учитывающей вторичных течений: 
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(4.13)


При 
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 задается граничное условие 
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 — непрерывная, четная по 
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 функция, определенная из условия постоянства протекания тока через электроды:
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Из сформулированных предположений следует, что 
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 — участок границы 
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 — остальная часть границы.
Приведенные задачи являются задачами Дирихле, структура решения которых имеет вид 
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 — уравнение границы области, изображенной на рис.4.9, 
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 — неопределенные компоненты, 
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Здесь 
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— уравнения участков границы, на которых расположены электроды, 
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 — уравнения участков границы вне электродов.
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 EMBED Equation.3  [image: image57.wmf](
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— продолжение граничного условия 
[image: image58.wmf]0
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 внутрь области.



Анализируя систему уравнений (4.13), можно сделать вывод, что с ростом числа Гартмана (
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) появляется малый параметр при старших производных. Это является причиной возникновения контрастных полей, т.е. полей с малыми зонами больших градиентов. В нашем случае увеличение числа Гартмана, характеризующего противодействие магнитных сил вязким, приводит к уплощению профиля скорости и появлению у стенок гартмановских тонких погранслоев с весьма значительным градиентом скорости, толщина которых пропорциональна 
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, а распределение скорости в них имеет экспоненциальный характер. Кроме того, увеличивается коэффициент сопротивления и ток, протекающий в жидкости. Все эти свойства процесса создают ряд алгоритмических и вычислительных трудностей. Любой приближенный метод необходимо в той или иной мере и форме приспособить к решению вышеуказанных задач, т.е. разработать свои приемы и конструктивные средства. Так, например, для решения задачи (4.13) методом сеток в работе [25] авторы применили разностную схему А.М. Ильина с использованием вложенных сеток. При этом разностная схема учитывала характер гартмановского погранслоя, и для получения сеточных функций была взята схема Дугласа-Рэкфорда. В работе [99] для решения этой задачи использовалось специальное преобразование координат, позволяющее существенно увеличить толщину погранслоев и использовать аппроксимационное пространство меньшей размерности, что было связано на тот период с недостаточной мощностью компьютерной техники.

Рассмотрим несколько возможных подходов к решению задачи (4.13).
1. В процессе численной реализации можно использовать метод наименьших квадратов, позволяющий формировать следующую матрицу:
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где 
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2. Если ввести функции 
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, система (4.13) распадается на два независимых дифференциальных уравнения
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(4.14)

с граничным условием  
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Таким образом, в данном случае задача сводится к последовательному решению двух задач, а затем вычислению 
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. Нетрудно убедиться, что операторы задач для 
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, поэтому для решения задачи можно воспользоваться методом наименьших квадратов, позволяющим формировать следующие матрицы: 
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где 
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Такой подход возможен лишь в случае, если это позволяет вид граничных условий, т.е. граничные условия для  
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 и 
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 должны быть однотипными для каждого из участков границы.
3. Полагая 
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с граничным условием
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Однако, во-первых, здесь следует обратить внимание на то, что 
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Рис.4.10.
Расчеты показывают, что течение жидкости концентрируется между электродами по мере увеличения числа 
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 значение скорости увеличилось на 47%.
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