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Вища алгебра та диференційна геометрія
ПЛАН САМОСТІЙНОЇ РОБОТИ 
та критерії оцінювання

Вступ
Програма навчальної дисципліни “Вища алгебра” складена відповідно до освітньо-професійної програми підготовки бакалавр спеціальності105 Прикладна фізика і наноматеріали, спеціалізації інформаційні технології обробки даних в енергетичних системах, фізика нетрадиційних енерготехнології та фізичні аспекти екології, теплофізика та молекулярна фізика
1. Опис навчальної дисципліни

1.1. Мета викладання навчальної дисципліни

Метою викладання навчальної дисципліни є ознайомлення та оволодіння сучасними теоретичними положеннями і математичними методами вищої  алгебри.

1.2. Основні завдання вивчення дисципліни

Основними завданнями вивчення дисципліни є практичне застосування теоретичних положень і математичних методів вищої алгебри для розв’язування задач; створення математичної бази для подальшого вивчення нормативних та спеціалізованих дисциплін.
1.3. Згідно з вимогами освітньо-професійної програми, студенти мають досягти таких результатів навчання: 

Знати: основні визначення, теореми та формули лінійної алгебри, методи розв’язання задач. 

Вміти: застосовувати теореми та формули лінійної алгебри при розв’язанні типових задач.

1.4. Кількість кредитів 6
1.5. Загальна кількість годин 180
2. Структура навчальної дисципліни

	Назви змістових модулів і тем
	Кількість годин

	
	Денна форма
	Заочна форма

	
	Усього 
	у тому числі
	У 
	у тому числі

	
	
	л
	п
	л
	інд
	ср
	
	л
	п
	лаб
	інд
	ср

	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13

	Розділ 1. Лінійні простори.

	Тема 1. Лінійний простір.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 2. Базис та розмірність лінійного простору.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 3. Лінійний оператор.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 4.  Матриці, операції з матрицями
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 5. Перетворення при зміні базису.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Разом за розділом 1
	55
	10
	20
	
	
	25
	
	
	
	
	
	

	Розділ 2. Евклідові та унітарні простори.

	Тема 6. Скалярний добуток у дійсному просторі. 
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 7. Скалярний добуток у комплексному просторі.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Разом за розділом 2
	22
	4
	8
	
	
	10
	
	
	
	
	
	

	Розділ 3. Теорія визначників.

	Тема 8. Функціонали.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 9. Визначники.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Разом за розділом 3
	22
	4
	8
	
	
	10
	
	
	
	
	
	

	Розділ 4. Системи лінійних рівнянь.

	Тема 10. Системи лінійних рівнянь.
	12
	2
	4
	
	
	6
	
	
	
	
	
	

	Тема 11.   Неоднорідні системи лінійних рівнянь.
	12
	2
	4
	
	
	6
	
	
	
	
	
	

	Разом за розділом 4
	24
	4
	8
	
	
	12
	
	
	
	
	
	

	Розділ 5. Білінійні та квадратичні форми.

	Тема 12. Квадратичні форми та їх класифікація.
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 13.  Криві та поверхні другого порядку
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Разом за розділом 5
	22
	4
	8
	
	
	10
	
	
	
	
	
	

	Розділ 6. Лінійні оператори.

	Тема 14. Лінійний оператор. 
	11
	2
	4
	
	
	5
	
	
	
	
	
	

	Тема 15. Власні вектори та власні значення лінійного оператора. 
	12
	2
	4
	
	
	6
	
	
	
	
	
	

	Тема 16. Використання ВВ та ВЗ. Тензорні поля.
	12
	2
	4
	
	
	6
	
	
	
	
	
	

	Разом за розділом 6
	25
	6
	12
	
	
	17
	
	
	
	
	
	

	Усього годин
	180
	32
	64
	
	
	84
	
	
	
	
	
	


3. Теми практичних занять

	№

з/п
	Назва теми
	Кількість

годин

	1
	Тема 1. Лінійний простір.
	4

	2
	Тема 2. Базис та розмірність лінійного простору.
	4

	3
	Тема 3. Лінійний оператор.
	4

	4
	Тема 4.  Матриці, операції з матрицями
	4

	5
	Тема 5. Перетворення при зміні базису.
	4

	6
	Тема 6. Скалярний добуток у дійсному просторі. 
	4

	7
	Тема 7. Скалярний добуток у комплексному просторі.
	4

	8
	Тема 8. Функціонали.
	4

	9
	Тема 9. Визначники.
	4

	10
	Тема 10. Системи лінійних рівнянь.
	4

	11
	Тема 11.   Неоднорідні системи лінійних рівнянь.
	4

	12
	Тема 12. Квадратичні форми та їх класифікація.
	4

	13
	Тема 13.  Криві та поверхні другого порядку
	4

	14
	Тема 14. Лінійний оператор. 
	4

	15
	Тема 15. Власні вектори та власні значення лінійного оператора. 
	4

	16
	Тема 16. Використання ВВ та ВЗ. Тензорні поля
	4

	
	Разом 
	64


4. Методи контролю
На заняттях – опитування. По закінченні модуля – модульний контроль.  

Форма підсумкового контролю знань – екзамен
5. Схема нарахування балів
	Поточний контроль, самостійна робота, індивідуальні завдання

	назва теми
	кількість балів

	Т1
	3

	Т2
	3

	Т3
	3

	Т4
	3

	Т5
	3

	Т6
	3

	Т7
	3

	Контрольна робота, передбачена навчальним планом
	6

	Т8
	3

	Т9
	3

	Т10
	3

	Т11
	3

	Т12
	3

	Т13
	3

	Т14
	3

	Т15
	3

	Т16
	3

	Контрольна робота, передбачена навчальним планом
	6

	Усього
	60

	Іспит
	40

	Сума
	100


Т1, Т2 ... Т16 – теми лекцій
6. Критерії оцінювання

Поточне оцінювання – 3 бали за тему. Усього за 16 тем – 48 балів

Робота в аудиторії та самостійна робота:

Відсутність помилок в розрахунках


1 бал

Правильність відповіді



1 бал 

Знання цілей задачі




1 бал

7. Матеріали для самостійної роботи
Частина 1
1. Довести, що множина усіх поліномів від х степеня не вищого від n із числовими коефіцієнтами є лінійним простором щодо звичайних операцій додавання поліномів і множення полінома на число.

2.  Чи буде лінійним простором зі звичайними операціями множина многочленів від х степеня рівного n?

( Ні. Наприклад, для многочленів 3ї степені 
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 сума буде многочленом 2ой степені  ▲
3.  Чи утворює множина радіусів-векторів на площині, кінці яких знаходяться у першій чверті, лінійний простір (зі звичайними операціями)?

( Ні. Наприклад, множення елемента даної множини на ( < 0 виводить за межі цієї множини ▲
4.  Чи утворять лінійний простір усі поліноми від х степеня не вищого від 5, у яких коефіцієнт при х3 дорівнює 0?  ( Так. ▲

5.  Чи утворять лінійний простір усі поліноми від х степеня не вищого від 5, у яких коефіцієнт при х3 дорівнює 1?  ( Ні. ▲

6.  Чи утворять лінійний простір функції f(x), що на [a, b] задовольняють умові: 
[image: image3.wmf](
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7.  Чи утворюють лінійний простір усі неперервні функції такі, що:

 а) f(1) = 0;   б) f(1) = 1?      ( а) так; б) ні. ▲

8.  Чи утворюють лінійний простір усі диференційовані  функції y(x), для яких y(0) = y((0)?     ( Так. ▲

9.  Чи  утворюють лінійний  простір усі вектори An(x = ((1, (2, …, (n)), у яких:   а) (1 = 2(2 ;     б) (1 = 2(2 +1?    ( а) так; б) ні. ▲
10.    Чи утворюють  лінійний  простір  усі  розв’язки  рівняння: 
а) 
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11.  Чи утворює дійсний лінійний простір множина R+, якщо 

х ⊕ у ≡ tg(arctgx + arctgy)   і   ( ⊙ х ≡ tg((arctgx).       (    ні.     ▲

12. Довести, що в просторі неперервних на [a, b] функцій функції 
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 лінійно незалежні, якщо 
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 різні дійсні числа.

13. Довести, що якщо система 
[image: image8.wmf]12
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 лінійно незалежна, то будь-яка її підсистема також лінійно незалежна.

14. Нехай вектори 
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 лінійно незалежні. Довести, що вектори 
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також лінійно незалежні.

15. Довести, що якщо вектори 
[image: image11.wmf]12
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 лінійно незалежні, а вектори 
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 лінійно залежні, то вектор y є лінійна комбінація векторів 
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16. Довести, що якщо 
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 лінійно незалежні і вектор y не може бути представлений як лінійна комбінація 
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, то система 
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 лінійно незалежна.

17. Виконати дії над матрицями:

а) 
[image: image17.wmf](
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( а) 
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18. Розкласти матриці у суму симетричної S та антисиметричної  А:

а)  
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19. Знайти:

а) 
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20. Знайти добуток матриць:

     а)  
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21. Знайти добуток матриць:

а) 
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22. Обчислити добуток матриць:

а) 
[image: image53.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

5

2

4

3

4

5

2

3

;  б) 
[image: image54.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

÷

ø

ö

ç

è

æ

d

g

b

a

d

c

b

a

;  

 в) 
[image: image55.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

2

3

1

5

2

1

6

5

2

3

5

2

1

4

3

2

3

1

;    г) 
[image: image56.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

5

6

9

3

1

4

5

2

3

3

7

4

5

9

6

4

8

5

.

( а)  
[image: image57.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

0

7

2

5

; б) 
[image: image58.wmf](

)

abab

cdcd

a+gb+d

a+gb+d

; в)  
[image: image59.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

7

9

2

0

10

3

5

5

1

;  г) 
[image: image60.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

26

17

13

32

27

9

29

22

11

.  ▲
23. Обчислити добутки матриць:

а) 
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24. Нехай 
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Перевірити, що 
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25. Дано матриці:
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26. Для заданих пар матриць перевірити чи виконується рівність: 
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27. Довести, що для матриці  А:  
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28. Якщо 
[image: image92.wmf](

)

c

bx

ax

x

+

+

=

2

j

, то 
[image: image93.wmf](

)

cE

bA

aA

A

+

+

=

2

j

. Обчислити 
[image: image94.wmf](

)

A

j

, якщо:

а) 
[image: image95.wmf](

)

2

2

3

2

-

-

=

x

x

x

j

;     
[image: image96.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

=

1

3

2

1

A

;

б) 
[image: image97.wmf](

)

6

9

3

2

+

-

=

x

x

x

j

;     
[image: image98.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

=

6

3

12

6

;

3

2

8

5

2

1

A

A

;

в) 
[image: image99.wmf](

)

3

4

2

2

-

+

=

x

x

x

j

;      
[image: image100.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

3

4

2

2

1

4

1

3

1

A

;

г) 
[image: image101.wmf](

)

5

2

3

2

+

-

=

x

x

x

j

;      
[image: image102.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

=

2

5

3

1

4

2

3

2

1

A

.

( а) 
[image: image103.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

17

12

8

17

; б) 
[image: image104.wmf](

)

12

6

24

12

-

-

;
[image: image105.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

-

-

48

27

108

60

 ; в) 
[image: image106.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

47

60

56

32

43

40

24

32

31

; г)
[image: image107.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

25

22

9

10

34

13

15

23

21

 . ▲
29. Перевірити, що для матриць Паулі:  
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 справедливі наступні співвідношення:
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30. Показати, що всі матриці, які комутують із матрицею: 
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31. Знайти всі матриці, які комутують із матрицею:
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32. Для матриць  
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 знайти:    а) 
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33.  З'ясувати, чи утворить дана лінійна множина функцій на довільному  відрізку  [a, b] лінійний простір щодо звичайних операцій додавання і множення на число:

а) множина С[a, b] функцій неперервних на [a, b];

б) множина С1[a, b]  функцій  неперервно  диференційованих  на   [a, b];

в) множина R[a, b] функцій, що інтегруються за Ріманом на [a, b];

г) множина функцій, обмежених на [a, b];

д) множина функцій таких, що 
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е) множина функцій від’ємних на  [a, b];

ж) множина функцій таких, що 
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з) множина функцій таких, що 
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і) множина функцій таких, що 
[image: image131.wmf](
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к) множина функцій, що монотонно зростають на [a, b];

л) множина функцій, монотонних на [a, b].

( а) так; б) так; в) так; г) так; д) ні; е) ні; ж) так; з) ні; і) ні; к) ні; л) ні.  ▲
34. З'ясувати, чи є підпростором задана множина векторів у n-вимір-ному арифметичному просторі 
[image: image132.wmf](
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 і якщо є, то знайти його розмірність:

а) множина векторів, у яких перша координата дорівнює 0;

б) множина векторів, у яких усі координати рівні між собою;

в) множина векторів, сума координат яких дорівнює 0;

г) множина векторів, сума координат яких дорівнює 1;

д) множина векторів площини паралельних даній прямій;

е) множина векторів тривимірного простору, перпендикулярних   

    даній прямій;     

ж) множина векторів площини з модулем, що не перевищує одиницю;

з) множина векторів площини, що утворять кут  (  з даною прямою. 

(  а) так, n -1; б) так, 1; в) так, n-1; г) ні; д) так, 1; е) так, 2; ж) ні; з) при ( = 0 і (  = (/2 – так, 1;           при  (  ((0, = (/2) – ні.  ▲
35.  Чи є лінійним підпростором відповідного лінійного простору кожна з відповідних сукупностей векторів:

а) усі вектори n-вимірного простору з цілими координатами;

б) усі вектори площини, кожний з яких лежить на одній з осей 

    координат Ох або Оу;

в) усі вектори, початки та кінці яких лежать на даній прямій;

г) усі вектори тривимірного простору, кінці яких не лежать на даній прямій.

(      а)   ні;    б)  ні;    в)  так;     г) ні.      ▲
36. Довести, що наступні системи векторів утворюють лінійні підпростори, і знайти їхній базис і розмірність:

а) усі  n-вимірні вектори, у яких перша й остання координати рівні між собою;

б) усі  n-вимірні вектори, в яких координати з парними номерами 

дорівнюють нулеві;

в) усі  n-вимірні вектори, у яких координати з парними номерами

рівні між собою;

г) усі  n-вимірні вектори виду ((, (, (, (, (, (, 0, …), де ( і ( – довільні числа.

 ( а)   n-1; (1, 0, … , 0, 1),  (0, 1, 0, … , 0),  (0, 0, 1, 0, … , 0),  (0, 0, … , 0, 1, 0);  б) [(n+1)/2]; 

         (1, 0, 0, , … , 0), (0, 0, 1, 0, … , 0), (0, 0, 0, 0, 1, 0, … , 0)…; в) [(n+1)/2]+1; (0, 1, 0, 1, 0,1, …),  

         (1, 0, 0, … , 0),  (0, 0, 1, 0, … , 0),  (0, 0, 0, 0, 1, 0,… , 0)…;    г)   2;    (1, 0, 1, 0, 1, … ), 

         (0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, … )...  ▲
37. З'ясувати, чи є дана множина квадратних матриць порядку n лінійним підпростором у просторі всіх квадратних матриць порядку n і якщо є, то знайти його розмірність:

а) множина матриць з нульовим першим рядком;

б) множина діагональних матриць;

в) множина верхніх трикутних матриць;

г) множина симетричних матриць;

д) множина антисиметричних матриць.

(    а) так, n(n-1);      б) так, n;            в) так, n(n+1)/2;      г) так, n(n+1)/2;        д) так, n(n-1)/2  ▲
38. Встановити чи є наступні сукупності векторів підпросторами:

а) сукупність усіх векторів n-вимірного простору (n ( 2), у яких, принаймні, одна з перших двох координат дорівнює нулеві;

б) сукупність усіх векторів n-вимірного простору, у яких перші дві координати 
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 задовольняють рівнянню:     
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в) сукупність усіх векторів n-вимірного простору, у яких перші дві координати  задовольняють рівнянню:   
[image: image136.wmf]1
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г) усі вектори площини, кінці яких лежать на одній прямій, а  початок збігається з початком координат;

д) усі вектори, що є лінійними комбінаціями даних векторів 
[image: image137.wmf]k
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( а) ні;  б) так;  в) ні; г) так, якщо пряма проходить через початок координат; ні, якщо пряма проходить через початок координат; д) так.  ▲
39. У просторі поліномів степеня не вищого від 3 чи є підпростором сукупність поліномів, що задовольняють умові:

                 а) 
[image: image139.wmf](
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Якщо так, то яка його розмірність і базис?

(      а) так; 3;  Базис: 1, (х2-1), (х2-1) х;            б) так; 3;  Базис: х, х2+1, х3+2.         ▲

40. У просторі поліномів степеня не вищого від 3, знайти базис і розмірність підпростору L поліномів, що задовольняють умовам:

а)   
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в) 
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    ( a)   dim L = 2; 
[image: image146.wmf]{

}

11

12

3

4

3

2

,

+

-

+

-

x

x

x

x

;       б) dim L = 2; 
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         в) dim L = 2; 
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;  г) dim L = 3; 
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         д)  dim L = 3; 
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41. У просторі поліномів степеня не вищого від 3, чи є підпростором сукупність поліномів таких, що 
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. Знайти базис і розмірність цього простору.

(      а) так;  2;  Базис:  (х2-1), (х2-1) х.        ▲

42. Довести, що при будь-якому 
[image: image152.wmf]N
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 задана множина функцій утворить скінчено вимірний лінійний простір, знайти розмірність і вказати базис цього простору:

а) множина парних поліномів степеня не вищого від n;

б) множина непарних поліномів степеня не вищого від n;

в) множина тригонометричних поліномів порядку не вищого від n, тобто множина функцій виду:

            
[image: image153.wmf](
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г) множина парних тригонометричних поліномів порядку не вищого від n;

д) множина непарних тригонометричних поліномів порядку не  вищого від n;

е) множина функцій виду:
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    де  
[image: image155.wmf]a

 – фіксоване дійсне число.

(  а) [n/2]+1;  базис: 1, х2, х4, … , х2[n/2];    б) [(n+1)/2];  базис:  х, х3, … , х2[(n+1)/2]-1;  в) 2n+1;  

     базис: 1, cosx,  sinx, … , cosnx, sinnx; г)  n+1; базис: 1, cosx, … , cosnx;  д)  n;  базис: 

     sinx, sin2x, … , sinnx; е) 2n+1; базис: e(x, e(xcosx,  e(xsinx,…,e(xcosnx,e(xsinnx...   ▲

43. Довести, що дана множина функцій утворює нескінчено вимірний лінійний простір:

а) множина усіх поліномів;

б) множина усіх тригонометричних поліномів;

в) множина функцій неперервних на деякому відрізку.

44. З'ясувати, чи будуть дані вектори лінійно залежними чи ні:

а) а(1, 3, 1),  b(–1, 1, 3), c(–5, –7, 3);

б) а(2, –1, –2),  b(6, –3, 1);

в) а(2, –1, 7, 3),  b(1, 4, 11, –2), c(3, –6, 3, 8).

(   а)   так;    3а – 2b + с = 0;         б) ні;           в) так;  2а – b – с = 0 .      ▲
45. Які з наступних систем векторів лінійно залежні? Знайти цю залежність:

а) а(1, 3),  b(2, 6);                      б) а(1, 3),  b(2, 5);

в) а(2, –1, –2),  b(6, –3, –6);         г) а(2, 5),  b(4, 0); 

д) а(2, 5),  b(4, 10), c(–6, –15); 

е) а(1, 2, 3, 4),  b(1, 0, 1, 2), c(3, –1, –1, 0), d(1, 2, 0, –5).

( а)  так;  2а – b  = 0;  б) ні;  в) так;  3а – b = 0;  г) ні;  д) так; а + b + с = 0;  е) ні.  ▲

46. Знайти лінійні залежності між векторами:

а) (–1, 2i), (3, 2), ) (1– i, –2 – 2i);    б)(–1, 2i), (–1, 1), ) (1 + i, 3);

в) (1, –i, 1 + i),  (1, 0, 3i), (–1, 2i, –2 + i).

( а)     а3 = (–1 + i) а1;       б) 
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;       в)   а3 = –2а1 + а2.    ▲

47. Знайти розмірність і базис лінійних підпросторів натягнутих на системи векторів:

а) а1(1, 0, 0, –1), а2(2, 1, 1, 0), а3(1, 1, 1, 1), а4(1, 2, 3, 4), а5(0, 1, 2, 3);

б) а1(1, 1, 1, 1, 0), а2(1, –1, –1, –1, –1), а3(2, 2, 0, 0, –1), а4(1, 1, 5, 5, 2), 

    а5(1, –1, –1, 0, 0).

(      а) 3;     базис:  а1,  а2, а4;            б) 3;  базис:  а1, а2, а5.    ▲
48. З'ясувати, є наступні системи векторів лінійно незалежними чи ні:

а)  а1(1, 2, 3), а2(3, 6, 7);                       б) а1(4, -2, 6), а2(6, –3, 9);      

в) а1(2, –3, 1), а2(3, –1, 5), а3(1, –4, 3); г) а1(5, 4, 3), а2(3, 3, 2), а3(8, 1, 3);

д) а1(4, –5, 2, 6), а2(2, –2, 1, 3), а3(6, –3, 3, 9), а4(4, –1, 5, 6);

е) а1(1, 0, 0, 2, 5), а2(0, 1, 0, 3, 4), а3(0, 0, 1, 4, 7), а4(2, –3, 4, 11, 12).               

(      а) ні;    б) так;     в) ні;      г) так;    д) так;   е) ні.    ▲
49. Яка розмірність лінійного простору розв’язків рівняння: 
              а) 
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(      а)  1;            б)  2.    ▲
50. Доведіть, що наступні системи функцій лінійно незалежні

       а) sinx, sin2x, sin3x;            б) 1, ex, e2x, e3x.

51. Нехай R+ лінійний простір додатних чисел, у якому х ⊕ у ≡ 
[image: image159.wmf]xy

×

,  а  ( ⊙ х ≡ х(. Довести, що в R+  будь-які  х  та у лінійно залежні.

52. Виявити лінійні залежності між векторами:

а)  (1, 3), (3, 2), (–11, 16); 

б) (1, 1, 1, 1),(1, 1, 1, 3), (3,–5, 7, 2), (1,–7, 5,–2);      

в) (4, 3, 1), (1, 2, 3), (2, –1, –5);   

г) (1, 1, 1, 1), (1, 1, 2, 2), (0, 0, 1, 1), (2, 2, 3, 3).

( а)  а3 = 10 а1 – 7а2;    б) а4 = а3 – а2 – а1;   в)   а3 = а1 – 2а2;   г) а3 = а2 – а1;  а4 = а2 + а1.  ▲

53. Вектори e1, e2, …, en у X  задані своїми координатами у деякому базисі. Довести, що e1, e2, …, en самі утворюють базис і знайти координати вектора х у цьому базисі:

а) e1(1, 1, 1), e2(1, 1, 2), e3(1, 2, 3),        x = (6, 9, 14);

б) e1(2, 1, –3), e2(3, 2, –5), e3(1, –1, 1),    x = (6, 2, –7);

в) e1(1, 2,–1,–2), e2(2, 3, 0, –1), e3(1, 2, 1, 4), e3(1, 3, –1, 0),  x=(7, 14, –1, 2);

(      а)  (1, 2, 3);         б) (1, 1, 1);           в) (0, 2, 1, 2).         ▲

54. Знайти координати вектора   х   у  базисі   e1,  e2,  e3:   e1(1.3. 5), e2(6, 3, 2),   e3(3, 1, 0),    якщо:

а)  х(3, 7, 1);      б)  х(0, 0, 1);    в)   х(2, 3, 5).

(      а)  (33, –82, 154);         б)  (–3, 8, –15);           в) (–1,  5, –9).         ▲
55. Знайти координати функції 
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56. Маємо лінійний простір многочленів степеня не вищого від n. Довести, що 1, (х–1), (х–1)2, …, ), (х–1)n  утворюють базис цього простору. Знайти в цьому базисі координати многочленів:

           а) 2 + 3х – 5х2 + 4х5;                   б)   а0 + а1х + …  + аnхn;

(      а)  (4, 13, 35, 40, 20, 4, 0, 0, …);         б)  
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57. Знайти розмірність і базис лінійної оболонки системи поліномів:   (1 + t)3, t3, 1, t + t2.

(     3;  базис: (1 + t)3,  t3, 1.  ▲
58. Довести, що матриці 
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 утворюють базис у просторі квадратних матриць 2го порядку та знайти координати матриці 
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 у цьому базисі.

(     (–1, 2, –1, 1).    ▲

59. Довести, що поліноми 2t + t5, t3 – t5,  t + t3 утворюють базис у просторі непарних поліномів степеня не вищого від 5, і знайти координати полінома 5t – t3 + 2t5  у цьому базисі.

(     ( 4, 2, –3).    ▲

60. Перевірити, що матриці
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утворюють базис у просторі квадратних матриць 2го порядку. Матрицю  
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 записати як лінійну комбінацію базисних матриць.                   (     В = 2А2 + А3 + 2А4.    ▲

61. Довести, що простір квадратних матриць порядку n є прямою сумою підпростору симетричних матриць і підпростору кососиметричних матриць того ж порядку.

62. Довести, що простір багаточленів степеня не вищого від n є прямою сумою парних багаточленів степеня, не вищого від n і підпростору непарних багаточленів степеня не вищого від n.

63. Довести, що n-вимірний лінійний простір є прямою сумою підпростору векторів, усі координати яких рівні між собою, і підпростору векторів, сума координат яких дорівнює нулю.

64. Довести, що сума L двох підпросторів P  і  Q тоді і тільки тоді буде прямою сумою, коли хоча б один вектор  х ( L однозначно можна записати у вигляді  х = y + z, де y ( P,   z ( Q.

65. Нехай  P  і  Q  два лінійних підпростори скінченно вимірного лінійного простору V. Довести, що:

а) dim P + dim Q > n = dim V ( (x(V,  x ( (, x(P
[image: image170.wmf]I

 Q;

б) dim P + dim Q = dim P
[image: image171.wmf]I

 Q + 1, та, що один з цих підпросторів 
     міститься в іншому.

66. Довести, що для будь-якого лінійного підпростору  P  скінченно вимірного  лінійного простору  V,  існує  інший підпростір  Q  такий,  що   V = P 
[image: image172.wmf]Å

 Q.

67. Знайти розмірність суми і розмірність перетину лінійних підпросторів, натягнутих на системи векторів {ai} і {bi}:

а)  а1(1, 2, 0, 1), а2(1, 1, 1, 0); b1(1, 0, 1, 0), b2(1, 1, 1, 1); 
б) а1(1, 1, 1, 1), а2(1, –1, 1, –1), а3(1, 3, 1, 3); b1(1, 2, 0, 2), b2(1, 2, 1, 2), 

     b3(3, 1, 3, 1). 
 (      а)  3; 1;         б)  3;  2.         ▲
68. Знайти базиси суми і перетину просторів  натягнутих на системи векторів {ai} і {bi}:

а) а1(1, 2, 1), а2(1, 1, –1), а3(1, 3, 3); b1(2, 3, –1), b2(1, 2, 2), b3(1, 1, –3);

б) а1(1, 1, 0, 0), а2(0, 1, 1, 0), а3(0, 0, 1, 1); b1(1, 1, 1, 1), b2(1, 0, 1, –1), 

     b3(1, 3, 0, –4);

в) а1(1, 2, 1, –2), а2(2, 3, 1, 0), а3(1, 2, 2, –3); b1(1, 1, 1, 1), b2(1, 0, 1, –1), 

     b3(1, 3, 0, 4);

г) а1(1, 1, 0, 0), а2(0, 1, 0, 1), а3(0, 0, 1, 1); b1(1, 0, 1, 0), b2(0, 2, 1, 1), 

     b3(1, 2, 1, 2).

( а)  {а1, а2, b1}; {2а1 + а2 = b1 + b2 = (3, 5, 1)};  б) {а1, а2, а3, b2}; {а1 + а3 = b1  = (1, 1, 1, 1)};    

         в) {а1, а2, а3, b2}; {b1 = –2а1 + а2 + а3 ; b3  = 5а1 – а2 – а3 };  г) {а1, а2, а3, b2}; {b1 = а1 – а2 + а3 =  

              = (1, 0, 1, 0);  2а1 + 2а3 = b1  + b3 = (2, 2, 2, 2)}.     ▲
69. Знайти розмірність і базис суми і перетину лінійних підпросторів простору поліномів степеня не вищого від 3, натягнутих на системи поліномів:   1 + 2t + t3,   1 + t + t2,   t – t2 + t3   і   1 + t2,   1 + 3t + t3,   3t – t2 + t3.

(  сума: 3;  базис: {1 + 2t + t3, 1 + t2, 1 + t + t2};  перетин: 1;  базис: {2 + 3t + t2 + t3}.  ▲
70. а) Довести, що якщо в n-вимірному комплексному лінійному просторі розглядати множення векторів лише на дійсні числа, то одержимо    2n-вимірний дійсний простір;

б) У двовимірному комплексному арифметичному просторі розглядається операція множення лише на дійсні числа. Знайти базис  отриманого дійсного простора та координати вектора  (–3 + 2i, –i) у цьому базисі.   

   ( б) базис: {(1, 0), (i, 0), (0, 1), (0, i)};  (–3 + 2i,  –i) = (–3, 2, 0, –1). ▲
71. Знайти розмірність і базис суми і перетину лінійних підпросторів комплексного n-вимірного арифметичного простору, натягнутих, на системи векторів  {ai} і {bj}:

а)  n = 3; а1(1, 2, 3), а2(1, –2, i), а3(2, 0, 3 + i); b1(1, 0, 3i), b2(1, 4, 3 + i), 

     b3(–1, 4, 3 – 4i); 
б) n = 3; а1(1, –i, 1 + i), а2(1, 0, 3i), а3(–1, 2i, –2 + i); b1(1, –2, i), 

    b2(2, 1 + i, –i), b3(–1, 4, 3 – 4i); 
в) n = 4; а1(1, 1, 1, 1), а2(1, 2, 1,  3 – i), а3(2, 3, 2, 4 – i), а4(1, 1, 1, 1 – i);  

    b1(0, 1,  0, 3 –i), b2(0, 2, 0, 5 – 2i, –i), b3(0, 2 + i, 0, 6 + i), 
    b3(1, 4 + i, 5 – i, –2 – i).

 ( a) 3; базис: а1, а2, b1; 1; базис: (0, 4,3-i); б) 3; базис: а1, а2, b1;1; базис: (9+10i, 2-16i,-10-3i);

       в) 4; базис:  а1, а2, а2, b4;  2; базис: b1, b2 .   ▲
72. Довести, що множину многочленів степеня не вищого від n із комплексними коефіцієнтами можна розглядати і як комплексний лінійний простір, і як дійсний лінійний простір. В обох випадках знайти:

а) базис і розмірність;

б) координати многочлена 
[image: image173.wmf](
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(  a) Комплексний простір: dim V = n + 1, базис: 1, t, t2, … tn; Дійсний простір:   dimV = 2n + 2, 
         базис: 1, i, t, it, … tn, itn ;    б) Комплексний простір: (1 – 2i, 3+i, –3);  Дійсний простір: 
         (1, –2, 3, 1, –3, 0). ▲
73. Для заданих матриць А и В знайти А+ .В, якщо:

а) 
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б)
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в)  
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г) 
[image: image177.wmf](
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д) 
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е) 
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(   a)  
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         г) 
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          е) 
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74. Виконати дії з матрицями:

а) 
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б) 
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в) 
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г) 
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д)
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( a)     
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;        б)    
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    в)    
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       д) 
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75. Квадратна матриця з комплексними елементами називається ермітовою, якщо 
[image: image196.wmf]A
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      Квадратна матриця з дійсними елементами називається самоспряженою, якщо 
[image: image198.wmf]A
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  та  ортогональною, якщо 
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     Для наступних матриць встановити якими з зазначених вище характеристик вони володіють:

а)     
[image: image200.wmf]÷
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;       б)  
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в)       
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д)    
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ж) 
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;  з)   
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( a)  ортогональна; б) ортогональна і самоспяжена; в) самоспряжена; г)  эрмітова;

    д)  эрмітова;  е)  ортогональна;   ж) ортогональна;    з) ортогональна.      ▲

76. Знайдіть n для зазначених нижче просторів, якщо відомо, що ці простори ізоморфні просторові V6: 

а) для простору симетричних 
[image: image208.wmf]nn

´

 – матриць з нульовими діагональними елементами;

б)  для  простору Рn поліномів степеня не вищого від n;

в)  для  підпростору  поліномів  р(х) з Рn, що задовольняють умові: р(0) = 0.         (    a) n = 4;     б) n = 5;     в) n = 6.   ▲
Частина 2
1. Чи буде простір евклідовим, якщо в тривимірному геометричному просторі за скалярний добуток прийняти:

а) добуток довжин двох векторів?

б) добуток довжин двох векторів на косинус кута між ними?

в) подвоєний звичайний скалярний добуток цих векторів?

(       а) ні;      б) так;     в)  так.      ▲

2. Чи можна в двовимірному дійсному лінійному просторі скалярний добуток (х. у) векторів х(х1, х2) і  у(у1, у2) визначити формулами:

а) (х,  у) = х2 у1;                                     б) (х, у) = х1 у1 + 2х1 у2 + 10х2 у2;

в) (х,  у) = х1 у2  + х2 у1;                         г) (х, у) = 2х1 у1 + 3х2 у2;

д) (х,  у) = х1 у1 – 2х1 у2 – 2х2 у1 + 5х2 у2;

е) (х,  у) = 7х1 у1 + 6х1 у2 + 6х2 у1 + 9х2 у2;

ж) (х,  у) = 9х1 у1 – 3х1 у2 – 3х2 у1 + х2 у2;

з) (х,  у) = 2х1 у1 + 2х1 у2 + 2х2 у1 + х2 у2.
(  а), б) ні;  порушено 1(;  в) ні;  порушено 4(; г), д), е)  так;  ж) ні; порушено 4(;  з) так.  ▲

3. Довести, що в двовимірному дійсному лінійному просторі функція F(x, y) = a11x1y1 + a12x1y2 + a21x2y1 + a22x2y2,  де  x1, x2, y1, y2 – координати векторів   x   та   y  у деякому базисі, задає скалярний добуток  тоді  і тільки

тоді, коли  a21 = a12,  a11 > 0,   a11a22 – 
[image: image209.wmf]2
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4. Чи можна в двомірному комплексному просторі скалярний добуток (x,  y)  двох векторів  x(х1, x2) і  y(y1, y2)  визначити формулами:

а) (х, у) = х1 у1 + х2 у2;                             б) (х, у) = х1
[image: image210.wmf]2

y

 ;

в)  (х, у) = iх1
[image: image211.wmf]2
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 + iх2
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 ;                        г) (х, у) = iх1
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 – iх2
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 ; 

д) (х, у) = (3 + i)х1
[image: image215.wmf]2
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 + (3 – i)х2
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 ;       е)  (х, у) =3х1
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 + 4х2
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ж) (х, у) =5х1
[image: image219.wmf]1

y

 + iх2
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 ;        

з) (х, у) = х1
[image: image221.wmf]1

y

 + (1+i)х1
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y

 + (1–i)х2
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 +3х2.
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.
(  а),  б) ні;  порушено 1(;   в) ні;  порушено 1(;   г) ні; порушено 4(;  д) ні; порушено 4(; 

    е)  так;  ж) ні; порушено 1(;  з) так.  ▲

5. Позначивши через   х1,  х2  і  у1,  у2  координати векторів  х  и  у в деякому базисі двовимірного комплексного лінійного простору, знайти умови на комплексні коефіцієнти  a11,  a12, a21  і  a22   необхідні  і  достатні для того, щоб функція F(x, y) = = a11x1
[image: image225.wmf]1
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 + a12x1
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 визначала унітарний скалярний добуток.

(       a21  = 
[image: image229.wmf]12

a

;       a11 > 0;       a22 > 0;    a11 a22  – | a12 |2 > 0.     ▲
6. У просторі поліномів степеня, не вищого від трьох, чи можна скалярний добуток задати так:


[image: image230.wmf](
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А для поліномів степеня не вищого від двох?

(           n = 3,    ні;  порушено 4(;     n = 2,  так.            ▲
7. У просторі поліномів з комплексними коефіцієнтами ступеня  не вище  n чи можна скалярний добуток поліномів 
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(    а)   так;       б)  немає;  порушено 4(;        в)  так.      ▲
8. Показати, що в лінійному просторі поліномів степеня не вищого від n із дійсними коефіцієнтами скалярний добуток може бути задано формулами:

а) 
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9. Чи можна прийняти за скалярний добуток у просторі неперервних функцій, заданих на відповідних інтервалах, наступні вирази:
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 (    а)  ні;  порушено 4(;   б) так;    в) так;   г) ні;  порушено 4(;  д)  ні;  порушено 2(  і  3(;  

         е)  так;  ж)   так;    з)  так, якщо V  дійсний і ні, якщо V комплексний;    і)  так.    ▲
10. Знайти довжину вектора х арифметичного простору із заданим скалярним добутком:

а) х(5, 4, 3),          у стандартному скалярному добутку;

б) х(1, –2, 3, 4),    у стандартному скалярному добутку;     

в) х(1, 1),             (х, у) = х1у1 + х1у2 + х2у1 + 3х2у2 ;

г) х(1, –1, 2),       (х, у) = 4х1у1 + 2х1у2 + 2х2у1 + 2х2у2 – х2у3 – х3у2 + 3х3у3;

д) х(1, i),             (х, у) = 2х1
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е) х(1 + i, 1 – i),      (х, у) = х1
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Скласти матриці Грама відповідних скалярних добутків.
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11. Знайти кут між даними векторами в Е3 зі стандартним скалярним добутком:

а)  (2, – 3, 1), (4, – 6, 2);     б) (1, – 1, 2), (1, 0, 1);   в)  (1, 0, –1), (–1, 2, 2).       

(       а)   0;      б)   ( /6;     в)  3( /4.      ▲

12.  Знайти кут між даними векторами в Е4 зі стандартним скалярним добутком:

а)  (1, –1, 1, –1), (–1, 1, –1, 1);     б) (–1, 2, 3, –4), (5, 0, –2, 1);    

в)  (1, 2, 2, 1), (1, 1, 1, 2).       

(      а)   (;        б)   2(/3;    в)  arccos 
[image: image273.wmf]10

7

.      ▲

13.  Знайти кут між векторами в  Е2 зі скалярним добутком

                                   (х, у) = х1у1 + х1у2 + х2у1 + 3х2у2:

   а) (1, 0), (0, 1);    б) (1, 0), (–1, 1).    

(       а)   arccos 
[image: image274.wmf]3

/

1

;            б)   ( / 2.       ▲     

14.  Знайти кут між векторами в Е3 зі скалярним добутком  

    (х, у) = 4х1у1 + 2х1у2 + 2х2у1 + 2х2у2 – х2у3 – х3у2 + 3х3у3:

а) (1, 0, 0), (0, 1, 0);    б) (–1, 0, 0), (–1, 2, 2).    

(       а)   (/4;         б)   (/2.       ▲
15. У просторі Е4  зі стандартним  скалярним добутком знайти  (х, у)  та кут між векторами х и  у:

а) х(2, 1, 3, 1),  у(1, 2, –2, 2);       б) х(1, 2, 2, 3), у(3, 1, 5, 1);

в) х(1, 1, 1, 2),  у(3, 1, –1, 0).        

(       а)    0,  (/2;         б)   18,  (/4;         в) 3,  arccos 
[image: image275.wmf]77
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.       ▲

16.  У стандартному скалярному добутку знайти нормований вектор, ортогональний до векторів (1, 1, 1, 1), (1, –1, –1, 1), (2, 1, 1, 3).

(       один з векторів  
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17. Знайти який-небудь нормований вектор, ортогональний до даної системи векторів арифметичного простору із заданим скалярним добутком:

а) (2, 2, 1), (–2, 2, 3)          у стандартному скалярному добутку;

б) (1, 2, 1, 0), (1, 1, 1, 1)    у стандартному скалярному добутку;     

в) (1, –1, 2),                        у стандартному скалярному добутку;           

г) (1, 1),                              (х, у) = х1у1 + х1у2 + х2у1 + 3х2у2 ;

д) (1, 2, 0), (2, 0, –1),      (х, у) = 4х1у1+ 2х1у2+2х2у1+2х2у2-х2у3-х3у2+3х3у3;

е) (1+i, 1–i),                       у стандартному скалярному добутку;

ж) (–1, 1+i, 0),                   у стандартному скалярному добутку.

(  а) 1/3(1, -2, 2); б) наприклад, 1/2(1, -1, 1, -1);  в) наприклад, 
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      д) 
[image: image279.wmf]7
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(1, -1, 1);   е) 1/2(1+i, -1+i);  ж) 1/2(1–i, 1, –i).        ▲

18. Застосувати процес ортогоналізації до лінійно-незалежної системи векторів дійсного арифметичного простору зі стандартним скалярним добутком        (х, у) = х1у1 + х1у2 + … + хnуn:

а) (1, –3, 1), (4, –5, 3);                  б) (1, 0, –1, 3), (2, 1, –1, 3);

в) (2, 0, 1), (4, –5, 3),(1, 7, –3);    г) (1, 2, 2), (1, 1, 0), (0, 1, –4);

д) (2, 1, –2), (4, 1, 0), (0, 1, 0);     е) (1, 1, –1, 0), (1, 2, 0, –1), (0, 0, 1, 0).

· а) (1, -3, 1), (2, 1, 1);      б) (1, 0, -1, 2), (1, 2, 1, 0);     в) (2, 0, 1), (1, -1, -2), (1, 5, -2);    

           г) (1, 2, 2), (2, 1, -2), (2, -2, 1);       д) (2, 1, -2),  (1, 0, 1), (-1, 4, 1); 

           е) (1, 1, -1, 0), (0, 1, 1, -1), (1, 0,1,1).  ▲
19. Система векторів задається в ортонормованому базисі евклідового або унітарного простору своїми координатами. Користуючись процесом ортогоналізації Штурма, побудувати ортонормований базис у лінійній оболонці цих векторів:

а) (1, 2, 1), (4, 4, 1), (–1, –3, –1);  б) (1, 1, –1), (–4, 0, 5), (–8, 2, 0);

в) (3, –1, –2), (4, 0, –1), (5, 1, 0);  г) (1, 2,–1, 1), (–5, –5, 4,–2), (–3, 6, 2,0);

д) (1, 0, 1, –1), (6, 0, 4, –5), (3, 2, –5, 4);     

е) (1, –3, 2, 1), (–1, 7, –3, –2), (2, –2, 3, 1);

ж) (1, –1, 1, –1), (4, –2, 4, –2), (–2, 7, –4, 7), (2, 7, ​2, 5);

з) (i, 1, – i), (2, 0, –1), (0, 2, – i);

и) (1, –1, 1 + i), (1, –i, –2 + i), (1 + 2i, 4 – i, –1).

( а)  
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(1, 2, 1), 
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(1, 0, -1), 
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(1, -1, 1);     б) 
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(-5, 1, -4);  в) 
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(1, 2,-1, 1),
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(0, 2, 1,-3); д)
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(1, 1, 1, 0);    ж) 1/2(1, -1, 1, -1),  1/2(1, 1, 1, 1),  
[image: image296.wmf]2

/

1

(1, 0, -1, 0),  
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   з)   
[image: image298.wmf]3

/

1

(i, 1, -i),  
[image: image299.wmf]2
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(1, i, 0);  і) 1/2(1, -1, 1+i), 
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20. Виходячи із системи векторів f1,  f2,  f3  арифметичного простору із заданим скалярним добутком, за допомогою процесу ортогоналізації і нормування побудувати ортонормований базис е1, е2, е3, якщо: 

а) f1(1, 0, 0), f2(0, 1, 0), f3(0, 0, 1);

    () (х, у) = 4х1у1 + 2х1у2 + 2х2у1 + 2х2у2 – х2у3  – х3у2 + 3х3у3;

    () (х, у) = х1у1 + 2х1у2 + 2х2у1 + 5х2у2 – 2х2у3  – 2х3у2 + 7х3у3;

б) f1(1, 0, –2), f2(0, 1, –2), f3(4, 0, 0);

    (х, у) = 4х1у1 + 2х1у2 + 2х2у1 + 2х2у2 – х2у3  – х3у2 + 3х3у3;

в) f1(0, 1, –1), f2(2, 0, 1), f3(–2, 4, 0);

    (х, у) = 5х1у1 – х1у2 – х2у1 + х2у2 + 2х1у3  + 2х3у1 + 4х3у3.

(    а. ()   (1/2, 0, 0), (-1/2, 1, 0), 
[image: image302.wmf]2
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(-1, 2, 2);     а .() (1, 0, 0), (-2, 1, 0), 
[image: image303.wmf]3
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1

(-4, 2, 1), 

             б) 1/4(1, 0, -2), 
[image: image304.wmf]2
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(-1, 1, 0), 1/4(-1, 4, 2),       в) 
[image: image305.wmf]5
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[image: image307.wmf]5
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21. Нехай  е1,  е2,  е3 – ортонормована  система  базисних  векторів  тривимірного унітарного простору.  Показати, що система векторів:           а1 = 1/3(2е1 + 2е2 – і3); а2 = 1/3(2е1 – і2 + 2е3); а1 = 1/3(е1​ –2е2 – 2е3) також утворює ортонормовану систему базисних векторів цього простору.

22. Ортонормувати базис: i – j,   i + 2j,  i + j – k.

(    
[image: image308.wmf]2

/

1

(i – j),      
[image: image309.wmf]2

/

1

 (i + j ),     – k.      ▲
23. Застосовуючи процес ортогоналізації, побудувати ортогональний базис підпростору, натягнутого на дану систему векторів:

а) (1, 2, 1, 3), (4, 1, 1, 1), (3, 1, 1, 0);  

б) (1, 2, 2, –1), (1, 1, –5, 3), (3, 2, 8, –7);

в) (2, 1, 3, –1), (7, 4, 3, –3), (1, 1, –6, 0), (5.7, 7, 8).

(    а)   (1, 2, 1, 3), (10, -1, 1, -3), (19, -87, -61, 72);     б) (1, 2, 2, -1), (2, 3, -3, 2), (2, -1, -1, -2);  

        в)  (2, 1, 3, -1), (3, 2, -3, -1), (1, 5, 1,10).  ▲
24. В ортонормованому базисі V4 доповнити пари векторів до ортогонального базису:

а) (1, 1, 1, 2), (1, 0, 1, –1);    б) (1, –1, 2, 0), (–1, 1, 1, 3);

в) (1, 2, 1, 2), (1, 1, –1, –1);  г)  (4, 0,–1, 0), (1, -6, 1, 2). 

(   а)   (-1, 0, 1, 0), (1, -6, 1, 2);  б) (1, 1, 0, 0), (1, -1, -1, 1);   в) (1, -1, -1, 1), (2, -1, 2, -1);  

       г)   (1, 1, 1, 2), (1, 0, 1, –1).    ▲
25. Побудувати ортонормований базис простору, прийнявши за два вектори цього базису вектори е1(1/2, 1/2, 1/2, 1/2), е2 (1/6, 1/6, 1/2, –5/6).

(      е1,  е2,      е3 = 
[image: image310.wmf]26

/

1

(0, -4, 3, 1),          е4 = 
[image: image311.wmf]26
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1

(-13, 5, 6, 2).     ▲
26.  Перевірити, що вектори наступних систем попарно ортогональні

і доповнити їх до ортогональних базисів:

а) (1, –2, 2, –3), (2, –3, 2, 4);          б) (1, 1, 1, 2), (1, 2, 3, –3).

(          а)   (2, 2, 1, 0), (5, -2, -6, -1);              б) (1, -2, 1, 0), (25, 4, -17, -6).      ▲
27.  Знайти вектори, що доповнюють наступні системи векторів до ортонормованих базисів:

а) (2/3, 1/3, 2/3), (1/3, 2/3, –2/3); б) (1/2, 1/2, 1/2, 1/2), (1/2, 1/2,–1/2, –1/2).

(         а)   (2/3, -2/3, -1/3);              б) (1/2, -1/2, 1/2, -1/2), (1/2, -1/2, -1/2, 1/2).         ▲
28. У просторі всіх многочленів степеня не вищого від 2 на інтервалі (0, 1) скалярний добуток визначено так: 
[image: image312.wmf](
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. Показати, що це буде унітарний простір розмірності 3. Показати, що якщо в цьому просторі ортонормувати послідовність 1, х, х2, то будемо мати: 1, 
[image: image313.wmf]3

(2х – 1), 
[image: image314.wmf]5

(6х2 – 6х + 1).

29. Довести, що поліноми вигляду 
[image: image315.wmf](
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 утворюють ортонормовану систему в просторі зі скалярним добутком 
[image: image316.wmf](
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.  Ці  поліноми  називаються поліномами Чебишева I-го роду.

30. Многочлени, визначені формулами:
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,  k = 1, 2, 3, …

називаються многочленами Лежандра. Довести, що многочлени Лежандра L0, L1, …, Ln утворюють ортогональний базис в евклідовому просторі Рn многочленів степеня не вищого від n зі скалярним добутком
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Знайти норму цих многочленів. 

                   (       
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31. У просторі поліномів від х степеня не вищого від 3 функції 1, х, х2, х3  утворюють базис. Ортогоналізувати цей базис, якщо скалярний добуток задано формулою:

 а)   
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У результаті ортогоналізації системи векторів  1,  х,  х2,  х3   за допомогою  зазначених  скалярних  добутків  одержимо  перші  чотири:

 а) поліноми Лежандра;  б) поліноми Чебишева I-го роду; в) поліноми Ерміта.

(  а)   
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32. Нехай V – простір неперервних функцій  на інтервалі (0, +(), у якому визначено скалярний добуток    
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Дано базис цього простору {е-x,  xе-x,  x2е–x, …}. Перевірити чи буде  

цей базис ортогональним і якщо він не ортогональний, то знайти  

перші чотири елементи ортогонального базису.

(     Не ортогональний;    
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33. Знайти базис ортогонального доповнення L( підпростору L, натягнутого на вектори: а1(1, 0, 2, 1),  а2(0, 1, –2, 1).

(     Наприклад,     b1(2, -2, -1, 0),    b2(1, 1, 0, -1).      ▲
34. У тривимірному просторі векторів побудувати ортогональне доповнення до підпростору векторів: ((i – j).           (  ( (i + j) + ( k.    ▲

35. Знайти базис ортогонального доповнення L( підпростору L, якщо L задано системою рівнянь: 
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(     Наприклад,     (1, 0, 6, 0), (3, 2, 0, -2).      ▲
36. У просторі поліномів степеня не вищого від 3 побудувати ортогональне доповнення до підпростору поліномів, що дорівнюють нулю, коли   х = 0. За скалярний добуток взяти:
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(     а)  
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37. В ортогональному базисі 
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 евклідового простору зі скалярним добутком 
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 знайти координати векторів:

а) х3;       б) х2;        в)  а3х3 + а2х2 + а1х + а0.

(       а)   (0, 3/5, 0, 1);    б) (1/3, 0, 1, 0);       в)  (а0 +а2/3,  а1 +(3/5)а3,  а2,  а3 ).         ▲
38. Знайти ортогональну проекцію вектора  х3 – х + 1 на лінійну оболонку векторів 1 та х, якщо скалярний добуток задано у вигляді:

а) 
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(       а)   1 – (2/5)х;    б) х – (2/7)х.             ▲    

39. Знайти проекцію вектора  х3 – iх + 1 на  ℒ(1, х) зі скалярним добутком 
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40. Підпростір L евклідового простору є лінійною оболонкою векторів, заданих у деякому ортонормованому базисі простору своїми координатами. Знайти ортогональну проекцію на L і ортогональну складову відносно L вектора х, заданого в цьому ж базисі своїми координатами:

а) а(10, –20, 10),  х(0, 1, 0);       б)   а1(1, 1, 1), а2(4, 0, 5),   х(7, –3, –1); 

в) а(4, 3, 2, 1), х(1, –1, 1, –1); г) а1(1, –1, 1, 0), а2(2,–1, 0, 1), х(1, 0, 2,–2);

д)  а1(1, –1, 1, 1), а2(1, 4, –1, 0),  х(2, 1, 1, 0);

е) а1(1, 0, –1, 1), а2(3, 3, –2, 1),  а3(–1, 6, 3, –5),  х(1, 4, 0, 2);

ж) а1(2, 0, –1, –1), а2(1, –1, 1, –1), а3(1, 1, –1, –1),  х(1, 2, 0, –1);

з) а1(1, 1, 1, 1), а2(5, 1, 1, 3), а3(3, –1, 1, 0),  х(5, 4, –3, –2).

(  а)  1/3(-1, 2, -1), 1/3(1, 1, 1);   б) (2, -2, 3), (5, -1, -4);   в) 1/15(4, 3, 2, 1), 1/15(11, -18, 13,-16);

      г)  (0, -1, 2, -1), (1, 1, 0, -1);  д) 1/2(3, 2, 1, 2), 1/2(1, 0, 1, -2);   е) (2, 3, -1, 0), (-1, 1, 1, 2);            

      ж)   1/2(1, 3, -1, -3), 1/2(1, 1, 1, 1);     з) (3, 0, -1, 2), (2, 4, -2, -4).      ▲    

       41. Знайти ортогональну проекцію у і ортогональну складову z вектора х  на  ℒ(а1, а2, …, аk):

а) х(4, –1, –3, 4),   а1(1, 1, 1, 1),  а2(1, 2, 2, –1), а3(1, 0, 0, 3); 

б) х(5, 2, –2, 2),   а1(2, 1, 1, –1),  а2(1, 1, 3, 0), а3(1, 2, 8, 1); 

в) х(7, –4, –1, 2), а L задано рівняннями: 
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(  а)  у = 3а1–2а2 = (1,-1,-1,5);     z = (3,0,-2,-1);       б) у = 2а1-а2 = (3,1,-1,-2);    z = (2, 1,-1, 4);   

      в) у = (5, -5, -2, -1);    z = (2, 1, 1, 3).         ▲
42.  Знайти  ортогональну  проекцію у  та ортогональну складову  z  вектора  х на  підпростір  L, натягнутий  на вектори  а1, а2, …, аk:

а) х(5, 2, –2, 2),   а1(2, 1, 1, –1),  а2(1, 1, 3, 0); 

б) х(–3, 5, 9, 3),   а1(1, 1, 1, 1),  а2(2, –1, 1, 1), а3(2, –7, –1, 1). 

(       а)  у(3, 1, -1, -2),   z(2, 1, -1, 4);       б) у(1, 7, 3, 3),     z(-4, -2, 6, 0).        ▲
43. Лінійний підпростір L арифметичного простору зі стандартним  скалярним  добутком  натягнуто  на  вектори   f1, f2, …,  fm... Знайти кут між вектором х і підпростором L:

а) х(0, 1, 1),   f1(1, 0, 1),  f2(0, 1, 0);   б) х(5, 1, –2),   f1(1, –1, 2),  f2(1, 1, 3); 

в) х(1, –1, 0), f1(0, 2, 1),  f2(1, 3, 0);   г) х(–1, 1, 2),   f1(1, 2, 1),  f2(2, 1, –1);

д) х(–2, 2, 1, 0),   f1(1, 2, 3, 0),  f2(1, 0, 1, –2); 

е) х(1, 0, 2, 1),   f1(3, 3, –1, –1),  f2(2, 1, 0, –2); 

ж) х(1, 1, 0, 1),   f1(1, –1, 1, –1),  f2(1, 1, 3, 3), f3(3, –2, 4, –1); 

з) х(1, 1, 1, 3),   f1(1, –1, 1, –2),  f2(1, 0, 1, –1), f3(3, 1, 2, –1); 

( а) (/6; б) (/2; в) arccos
[image: image344.wmf]7
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 ; г) 0; д) arccos
[image: image345.wmf]3

/

1

 ;  е) (/2;  ж) (/4;  з) (/6.    ▲
44. Знайти кут між  ℒ(а1, а2, …, аk)  і вектором  х:

а) х(1, 3, –1, 3),   а1(1, –1, 1, 1),  а2(5, 1, –3, 3);    

б) х(2, 2, –1, 1),   а1(1, –1, 1, 1),  а2(–1, 2, 3, 1),   а3(1, 0, 5, 3);

в) х(2, 2, 1, 1),   а1(3, 4, –4, –1),  а2(0, 1, –1, 2).

   (       а)    (/4;     б)   (/2;    в) (/3.          ▲
45.  Визначити  відстань  від  точки  х  до  лінійного  многовида             

а0 + (1а1 + (2а2  +…+(mаm:

а) х(1, 2, –1, 1),   а0(0, –1, 1, 1),  а1(0, –3, –1, 5),   а2(4, –1, –3, 3);

б) х(0, 0, 0, 0),   а0(1, 1, 1, 1),  а1(1, 2, 3, 4).

(           а) 
[image: image346.wmf]7

;        б)  
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46. Знайти відстань від точки, заданої вектором х, до лінійного многовида, заданого системою рівнянь:

        а) х(4, 2, –5, 1);                                          б) х(4, –1, 3, 7);   
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(       а)    5;          б)   7.       ▲

47. Розглядається простір поліномів степеня не вищого від n. Скалярний добуток: 
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. Визначити відстань від початку координат до лінійного многовиду, що складається з поліномів: 

                           хn + а1хn-1 + а2 хn-2 +…+аn-1х +  аn .
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48. Довести, що визначник Грама не зміниться при застосуванні до векторів а1, а2, …, аk  процесу ортогоналізації, тобто в результаті ортогоналізації вектори а1, а2, …, аk  перейдуть у вектори b1, b2, …, bk і G(а1, а2, …, аk) = G(b1, b2, … , bk) = (b1, b1)(b2, b2)…(bk, bk). Користуючись цим, з'ясувати  геометричний зміст G(а1, а2)  і G(b1, b2), припускаючи, що ці вектори лінійно-незалежні.  

·     G(а1, а2) = квадратові площі паралелограма на векторах а1, а2;   

                G(а1, а2, а3) = квадратові обсягу паралелепіпеда на векторах а1, а2, а3.      ▲

49. Нехай є система лінійно-незалежних векторів g1, g2, … , gn. Довести, що вектори е1, е2, …, еn , які побудовано з g1, g2, …, gn  за допомогою процесу ортогоналізації мають вигляд: 
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де  G0 = 1, Gk = G(g1, g2, …, gk)  та  
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50. За допомогою процесу ортогоналізації Штурма  ортогоналізувати наступні системи векторів: 

 а) (1, 2, 1), (4, 4, 1), (–1, –3, –1);  

б) (1, 1, –1), (–4, 0, 5), (–8, 2, 0);

в) (3, –1, –2), (4, 0, –1), (5, 1, 0).    

     (    а)   
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(-5, 1, -4);         в) 
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(3, -1, -2), 
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