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Вступ
Програма навчальної дисципліни “Вища алгебра” складена відповідно до освітньо-професійної програми підготовки бакалавр  спеціальності 105 Прикладна фізика і наноматеріали, спеціалізації: інформаційні технології обробки даних в енергетичних системах, фізика нетрадиційних енерготехнології та фізичні аспекти екології, теплофізика та молекулярна фізика
1. Опис навчальної дисципліни

1.1. Мета викладання навчальної дисципліни

Метою викладання навчальної дисципліни є ознайомлення та оволодіння сучасними теоретичними положеннями і математичними методами вищої  алгебри.

1.2. Основні завдання вивчення дисципліни

Основними завданнями вивчення дисципліни є практичне застосування теоретичних положень і математичних методів вищої алгебри для розв’язування задач; створення математичної бази для подальшого вивчення нормативних та спеціалізованих дисциплін.
1.3. Згідно з вимогами освітньо-професійної програми, студенти мають досягти таких результатів навчання: 

Знати: основні визначення, теореми та формули лінійної алгебри, методи розв’язання задач. 

Вміти: застосовувати теореми та формули лінійної алгебри при розв’язанні типових задач.

1.4. Кількість кредитів 6
1.5. Загальна кількість годин 180
2. Методи контролю
На заняттях – опитування. По закінченні модуля – модульний контроль.  

Форма підсумкового контролю знань – екзамен
3. Схема нарахування балів
	Поточний контроль, самостійна робота, індивідуальні завдання

	назва теми
	кількість балів

	Т1
	3

	Т2
	3

	Т3
	3

	Т4
	3

	Т5
	3

	Т6
	3

	Т7
	3

	Контрольна робота, передбачена навчальним планом
	6

	Т8
	3

	Т9
	3

	Т10
	3

	Т11
	3

	Т12
	3

	Т13
	3

	Т14
	3

	Т15
	3

	Т16
	3

	Контрольна робота, передбачена навчальним планом
	6

	Усього
	60

	Іспит
	40

	Сума
	100


Т1, Т2 ... Т16 – теми лекцій
4. Критерії оцінювання

Контрольні роботи – по 6 балів дві контрольні роботи, які передбачено навчальним планом. Усього – 12 балів

Типовий варіант контрольної роботи

Задача 1. (2 бали) Чи є лінійним простором множина R+  (дійсних додатних чисел), якщо операції на ній введені у такий спосіб:

 1) (х, у ( R+     x ⊕  y  ≡  x . y;    2) (( ( R, (х ( R+  ( ⊙ x ≡ x(.

Тут у правій частині рівностей записані звичайні операції множення та зведення в степінь дійсних чисел. Якщо множина є лінійним простором, то вказати його базис і розмірність.

Задача 2. (2 бали) Знайти базис і розмірність простору поліномів ступеня не вищого чотирьох, таких що задовольняють умові: Р(3) = Р(2) = 0.

Задача 3. (2 бали) Чи є лінійно залежною система  векторів:  а1(1, 2, 3, 4),    а2(0, 1.0, 1), а3(1, – 1, 1, – 1), а4(4, 1, 6, 3)? Якщо так, то знайти цю залежність.

За кожну задачу такі критерії 

Наявність відповіді



 1 бал

Коректність викладок



 1 бал 

5. Матеріали для контрольних робіт
КОНТРОЛЬНА РОБОТА 1

ЗАДАЧА 1
1. Визначити число безладів у перестановках (за вихідне розташування завжди, якщо немає особливих вказівок, приймається розташування 1, 2, 3, ...  у зростаючому порядку):

а) 2, 1, 5, 4, 3;             б) 6, 3, 2, 5, 1, 4;                в) 7, 5, 6, 4, 1, 3, 2;   

г) 2, 1, 7, 9, 8, 6, 3, 5, 4;               д) 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1.

(     а) 4;     б) 10;       в) 18;     г) 18;           д) 36.      ▲
2. З'ясувати, які з наведених нижче добутків входять у визначники відповідних порядків і, якщо входять, то з яким знаком:

а) а43а21а35а12а54;                                      б) а13а24а23а41а55;   

в) а61а23а45а36а12а54;                                 г) а32а43а14а51а66а25;

д) а27а36а51а74а25а43а62;                            е) а33а16а72а27а55а61а44;

ж) а12а23а34 …аn–1 n а25аkk  (1 ( k ( n);     з) а12а23а34 …аn-1nаn1n.

( а) –; б) не входить у визначник; в) +; г) +; д) не входить у визначник; е) +; ж) не входить у визначник; з) (–1)n.     ▲

3. Вибрати значення i і k так, щоб наступні добутки входили у визначники відповідного порядку із зазначеним знаком:

а) а1iа32а4kа25а53     з  « + »;             б) а62аi5а33аk4а46а21     з  « – »;    

в) а47а63а1iа55а7kа24а31     з « + ». 

(      а) i = 1, k = 4;         б) i = 5, k = 1;        в) i = 6, k = 2.     ▲  

4. Користуючись тільки визначенням, знайти члени визначників, які мають у собі множники  х4  і  х3: 

а) 
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;   б) 
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(    а)    2х4, –х3;         б)    10х4, –5х3.     ▲
5. Знайти члени визначника 4-го порядку а) що містять елемент а32 і входять у визначник зі знаком « + »; б) що містять елемент а23 і входять у визначник зі знаком « – ».

      (  а)  а11а24а32а43,  а13а21а32а44,  а14а23а32а41;     б)  а11а23а32а44,  а12а23а34а41,    а14а23а31а42.  ▲
6. Виписати всі члени визначника 5-го порядку, що мають вигляд  
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. Що вийде, якщо з їхньої суми винести а14а23 за дужки?
               (       
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7. Як зміниться визначник n-го  порядку, якщо всі його стовпці записати в зворотному порядку?       (     Визначник помножиться на (–1)(n(n–1))/2.     ▲

8. Не розкриваючи визначників, довести, що:

а) 
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б) 
[image: image6.wmf]3

3

3

2

2

2

1

1

1

3

3

3

3

3

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

2

c

b

a

c

b

a

c

b

a

x

c

x

b

a

x

b

a

c

x

b

a

x

b

a

c

x

b

a

x

b

a

×

-

=

-

+

-

+

-

+

;

в) 
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г) 
[image: image8.wmf](
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       (        а) властивості 7, 3; б) властивості 7, 3, 5;  в) властивості 7, 3, 5; г) властивість 5;   

                  д) властивість 5.         ▲

9. Знайти мінори елементів а13, а24, а43 визначника 
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(         М13 = 24;     М24 = – 126;      М43 = 52.         ▲

10.  Знайти алгебраїчне доповнення елементів а14, а23, а42 визначника 
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(         А14 = 8;   А23 = 0;     А42 = – 12.         ▲

11.  Обчислити визначник, розкриваючи його по 3-му рядку 
[image: image12.wmf]2341
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(         8a + 15b + 12c – 19d.         ▲          

12.  Обчислити визначник, розкриваючи його по 2-му стовпцю: 
[image: image13.wmf]521
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(         5a – 5b – 5c + 5d.         ▲           

13.  Обчислити наступні визначники, знижуючи їхній порядок за допомогою розкладання за елементами деякого рядка або стовпця:

а) 
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(         а)   abcd;       б)   abcd;        в)  xyzuv.        ▲

14.  Обчислити наступні визначники 3-го порядку:

а) 
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(         а)   0;       б)  6;      в)  0;        г)  –2;      д)    –27;     е)   –27.        ▲

15.  Обчислити наступні визначники 3-го порядку:

а) 
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г) 
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(         а)   –7;    б)  0;   в)  –1;   г)  4;    д)    40;     е)  –3.        ▲

16.  Обчислити наступні визначники 3-го порядку:

а) 
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(         а)   100;    б) –5;   в)  1;      г)  2;      д)    4;     е)   –8.        ▲

17.  Обчислити наступні визначники 3-го порядку:

а) 
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е) 
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b

az

z

z

y

b

ay

y

y

x

b

ax

x

x

¢

+

¢

¢

+

¢

¢

+

¢

.

(  а) (1 – (3)2;   б)  abc + x(ab + bc + ac);    в)  0;    г)  –2(x3 + y3);    д) 0;     е)  0.      ▲

18.  Обчислити наступні визначники 4-го порядку:

а) 
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(      а)   –7;          б)  0;          в)  –1;       г)  –18.      ▲                                 

19.  Обчислити наступні визначники 4-го порядку:

а) 
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(      а)   1;          б)  –5;          в)  0;       г)  –3.      ▲   

20.  Обчислити наступні визначники 4-го порядку:

а)   
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(      а)   1;          б)  48;          в)  1;       г)  
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21.  Обчислити визначники 4-го порядку:

        а) 
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22.  Обчислити визначники 5-го порядку:

а) 
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23.  Зведенням до трикутного вигляду обчислити визначники:

а) 
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       (    а)   n!;      б)  2n + 1;    в)  хn(а0 + а1 + … + аn);     г) 
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24.  Обчислити визначники методом виділення лінійних множників:

а) 
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(    а) (х – 1)(х – 2)…(х – n +1);  б) (x – a – b – c)(x – a + b + c)(x + a – b + c)(x + a + b – c);    

в) (х2 – 1)(х2 – 4); г)  x2z2,  вказівка: визначник не зміниться, якщо 1-й стовпець поміняти  місцями з 2-м стовпцем і одночасно 1-й рядок із 2-м рядком;  при х = 0  визначник дорівнює 0, аналогічно по z.   ▲

25.  Розв’язати  рівняння:

а) 
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(    а)  хi  = ai, i = 1, 2, … , n – 1; б)  хi  = ai,  i = 1, 2, … , n; в) х = 0, 1, 2, … , n – 1;  г)  x = 1.   ▲

26.  Використовуючи метод рекурентних співвідношень, обчислити визначники:         а) 
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27.  Обчислити визначники методом представлення їх у вигляді суми визначників: а) 
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        ∆   а)   хn + (а1 + а2 + … + аn)хn – 1;            б)   вказівка: xi ( (xi – ai + ai), 
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28.  Обчислити визначники методом зміни елементів визначника:

а) 
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29.  Обчислити визначники n-го порядку:

а) 
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       ∆    а)  1;        б)  3n;       в)   1;      г)  хn;     д)   1 – n;     е)  (–2)n –1(5n – 2).        ▲

30.  Обчислити визначники  n-го  порядку:

а) 
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    ∆   а)   (–2)n –2(1 – n);      б)  n + 1;    в) (–1)n –1(n – 1);   г) 1;      д)    (1 – (–1)n)/2, вказівка: 

(n = 1– (n –1;  е)  0, якщо n = 2k +1;  (–1)n/2,  якщо n = 2k, k( Z; вказівка:  (n = – (n – 2.  ▲

31.  Обчислити визначники n-го порядку:

а) 
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∆ а)  (b1 – а1) (b2 – а2) … (bn – аn);    б) (n – 1)!; в) (–1)n – 1. n!;             г)  0;  

д) (–1)(n(n –1))/2nn–1(n + 1)/2;             е) 
[image: image103.wmf]L

+

+

-

-

-

-

-

4

2

2

2

1

1

n

n

n

n

n

x

C

x

C

x

      ▲
ЗАДАЧА 2
1. Знайти ранг матриць:

а) 
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(        а)   3;       б)  2;       в)   1;      г)  3.      ▲
2. Знайти ранг матриць:

а) 
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(        а)   2;       б)  2;       в)   3;      г)  3.      ▲
3. Знайти ранги таких матриць: 

а) 
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(        а)   2;       б)  3;       в)   4;      г)  5;      д)  2;      е)   2.        ▲

4.  Знайти ранги таких матриць в залежності від значень параметра:

а) 
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5. Знайти матриці, які є оберненими до заданих:
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6.  Знайти матриці, які є оберненими до заданих:
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7.  Розв’язати матричні рівняння:

а)   
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8.  Розв’язати матричні рівняння:
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9. Розв’язати такі матричні рівняння:
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10.  Розв’язати такі матричні рівняння:

а) 
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11.  Розв’язати системи рівнянь:
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(         а) (–7, 24);       б) (–1, 1);      в) (2, –1, 1);     г) (1, 2, –1).  ▲
12.  Розв’язати системи рівнянь (небагато спостережливості):
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(    а) (1, 3, 0, 1);       б) (4, 3, 2, 1);      в) (–5, 4, 3, –2, 1);     г) (1, 2, 3, –3, –2, –1).     ▲
13.  Розв’язати системи рівнянь за правилом Крамера:
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(    а)   (1, 1, 1);       б)   (0, –2, 0);      в)   (3,  8, 3);     г)   (1, 2, 4).     ▲
14.  Розв’язати системи рівнянь:

а) 
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(    а)   (0, 0, 0, 0);       б)   (0, 0, 0, 0, 0);      в)   (1, –1, 1, –1, 1);     г)   (1, 1, 0, 0, 0).     ▲
15.  Розв’язати системи лінійних однорідних рівнянь:

а) х – у = 0;        б) х1 – х2 + 2х3 = 0;       в) х1 + х2 + х3 + х4 + х5 = 0.

(     а) (h, h);     б) (h1 – 2h2, h1, h2);       в)  (– h1 – h2 – h3 – h4, h1, h2, h3, h4).        ▲

16.  Розв’язати системи лінійних однорідних рівнянь:

а) 
[image: image189.wmf]î
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в) 
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;           г) 
[image: image192.wmf]î
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(    а) (3h, –3h, 2h);     б) (h, h, h);       в)  (h, –2h, h);      г)  (h1 + 10h2, h1 +7h2, h1, 2h2).    ▲
17.  Розв’язати системи лінійних однорідних рівнянь:

а) 
[image: image193.wmf]ï
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в) 
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д) 
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(   а) (0, h, – h, h);     б) (–2h1 –3h2, h1, h2, 0);     в)  (h1, h2, h3, h1 + h2 + h3, 3h1 + 2h2 + h3);      
г)  (h1, h1 + h2, h2, – 2h1, –h2);     д) (h1, h1 + h2, h2, – 2h1, –h2).    ▲
18.  Знайти базис і вимірність простору розв’язків (фундаментальний розв’язок) системи лінійних однорідних рівнянь і записати загальний розв’язок:   а) 
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∆   а)  с(2, 1, 0, 0); б) (0, 0, 0);  в) (0, 0, 0, 0, 0, 0); г) с1(1, 1, 1, 1, 0, 0) + с2(–1, 0, 0, 0, 1, 0) + 
+ с3(0, –1, 0, 0, 0, 1).    ▲

19.  Розв’язати системи лінійних рівнянь методом виключення невідомих:

а) 
[image: image202.wmf]ï
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в) 
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(    а)   (1, 3, –2, 2);     б)   (–2, 1, 4, 3);    в)  (0, 2, 1/3, –3/2);     г)   система не визначена: 
х1 і  х2 можна виразити через х3 і х4:  х1 = 6 – 26х3 + 17х4; х2 = –1 + 7х3 – 5х4.    ▲
20.  Розв’язати системи методом виключення невідомих:

а) 
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в) 
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(     а)   немає розв’язків;  б) немає розв’язків;  в)   (2, 1, –3, 1);     г)   (–2, 1, 4, 3).   ▲ 
21.  Розв’язати неоднорідні системи лінійних рівнянь:

а) 
[image: image210.wmf]{
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∆  а) (2, 0) + з(3, 2);     б) (1, 0, 0, 0) +з1(–1, 1, 0, 0) + з2(–2, 0, 1, 0) + з3(–3, 0, 0, 1);    в)  (0, 0, 4) + 

+ з(1, 1, – 3);   г) (6, 8, 0, 0, 0) + з1(–1, –1, 1, 0, 0) + з2(–1, –1, 0,1,0) +з3(–1, –1, 0, 0, 1).       ▲ 

22.  Дослідити на сумісність та розв’язати системи:

а) 
[image: image214.wmf]ï
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;                     б) 
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в) 
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;       г)  
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∆  а)  (3, 2, 1); б) (1, 1, 1, –1) + с1(1, 0, –15, 18) + с2(0, 1, 10, –12);  в)  (2, 1, 22/5, 8/5) + 
   + с1(5, 0, 34, 16) + с2(0, 5, –17, –8);  г) (1, 1, 8/13, –11/13) +с1(13, 0, –27, 3) + с2(0, 13, 9, –1).  ▲

23.  Дослідити системи на сумісність і, у випадку сумісності, розв’язати їх:

а) 
[image: image218.wmf]ï
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в) 
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;           г) 
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    ∆   а)  (–1, 1, 0, 1)  + с1(1, –5, 11, 0) + с2(–9, 1, 0, 11);      б) (2, 1, 0, 0) + с1(1, 0, 22, –16)  + 
+ с2(0, 1, –33, 24); в) (–1, 1, 0, 1) + с1(1, 0, –3, 0) + с2(0, 1, –4, 0);  г) система несумісна.  ▲
24.  Розв’язати неоднорідні системи рівнянь:

а) 
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в) 
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∆   а)  (1 – h1, – h2, 1 + h1 + 2h2, –1 + 2h1 + 3h2);    б) (–1 – 5h, 6h, –1 – 5h,  1 + 7h);           
       в) (2 +4h1 –11h2 –14h3, 1–22h1+32h2 +23h3, –1+3h1, –1+15h2, –1+15h3);  г)  (–2– h,– h, 2+h, 1). ▲
25.  Дослідити системи і знайти загальний розв’язок в залежності від (:

а) 
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   ∆   а) ( ( 5 – немає розв’язків; ( = 5: 
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     б) ( = –2    – немає розв’язків; ( = 1:  х1 = 1 – х2 – х3;  ( ( 1  і ( ( –2:    
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        в) якщо  ( ( 1  і   ( ( –2 – єдиний розв’язок   
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     розв’язок;  ( = 0  або   ( = –3  система не сумісна.      ▲
26.  Розв’язати системи лінійних рівнянь із заданими розширеними  матрицями:

а)   
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∆   а) 
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х3, х4 – будь-які;  в) 
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х2 = 2  – х3 + 2х4,  х3, х4 – будь-які.    ▲

27.  Розв’язати системи лінійних рівнянь із заданими розширеними  матрицями:

а)   
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    ∆   а)  х1 = 1 + х3 – х4,    х2 =  2 – х3 + 2х4,     х3, х4 – будь-які;        б)  х1 = –11 + 11х3 + 5х4, 
  х2 = 4 – 2х3 – х4,  х3, х4 – будь-які;  в) х1 = 1 – 3х3 + х4,  х2 = 1 – 4х3 + 2х4,   х3, х4 – будь-які; 

г) 
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,  х3, х1 – будь-які;   д) (8, –5, 10, –5);   

е) х1 = –1 – 3х3 + 3х4,    х2 = 1 + х3 – 2х4,     х3, х4 – будь-які.    ▲

КОНТРОЛЬНА РОБОТА 2

Задача 1

1. З'ясувати, які з наступних векторних функцій у тривимірному просторі векторів є лінійними операторами, якщо х(х1, х2, х3): 

а) Ах = (х2 + х3, 2х1 + 3х3, 3х1 – х2 + х3);     б) Ах = (х1, х2 + 1,  х3 + 2);

в) Ах = (2х1 + х2, х1 + х3, 
[image: image247.wmf]2

3

x

);                      г) Ах = (х1 – х2 + х3, х3,  х2).

(        а)       і       г).      ▲
2. Довести, що будь-який лінійний оператор в одновимірному просторі зводиться до множення усіх векторів на одне й те саме число, тобто   Ах = (х,   х(V.

3. У нескінченно вимірному просторі всіх поліномів від t з дійсними коефіцієнтами задано оператори А и В: АР(t) = Р((t), ВР(t) = tР(t). 

а) показати, що обидва оператори – лінійні;

б) чи має місце рівність АВ = ВА ?    

в) знайти АВ – ВА;

г) показати, що 
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(        б)   не має;         в)   АВ – ВА = Е.      ▲
4. Чи можна розглядати в просторі поліномів степеня не вищого від n оператор В такий, що ВР(t) = tР(t)?

      ∆   ні, тому, що множення на t підвищує степень многочлена і, отже, не 

                                 діє в межах даного простору.      ▲
5. У лінійному просторі всіх многочленів від t оператори А и В задано так:

                  A(a0 + a1t + … + antn) = a1 + a2t + … + antn–1    та   
 B(a0 + a1t + … + antn) = a0t + a1t2 + … + antn+1 .

Показати, що А и В – лінійні оператори і що АВ = Е, ВА ( Е. Чи має оператор А обернений?           (  не має.   ▲

6. Нехай х(х1, х2, … , хn) – довільний вектор n-вимірного арифметичного простору.  Чи буде А лінійним оператором, якщо:

а) n = 2;  Ах = (х2, х1 – х2);                 б) n = 2;  Ах = (х2, х1х2);

в) n = 3;  Ах = (х2, х1 – х3,  х3 +3);     г) n = 3;  Ах = (2х3 + х1, 2х3х1, х1 – х2); 

д)  Ах = (0, 0, 0, … , 0, 0);        е) n = 3;  Ах = (0, х1+ 3х2, х1, 
[image: image249.wmf]2
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x

);

ж)  Ах = (0, 0, 0, … , 0, 1);       з) n = 3;  Ах = (sinх1, cosх2, х3);

и)  Ах = (хn, хn–1, хn–2, … , х2, х1).

(   а)  так;     б),  в),  г)   ні;    д)   так;     е),  ж),  з)  ні;       і)  так.      ▲
7. Нехай 
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– довільний вектор; 
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 – фіксовані ненульові вектори геометричного векторного простору (двовимірного або тривимірного). Перевірити, що оператор А є лінійним і з'ясувати його геометричний зміст, якщо:

а) 
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д) 
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∆   а) ортогональне проектування на пряму 
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; б) проектування на підпростір 
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 паралельно підпросторові  
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;  в) ортогональне проектування на підпростір 
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г) проектування на підпростір 
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 паралельно векторові ā;  д) ортогональне відбиття в підпросторі 
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; е) ортогональне відбиття в прямій 
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8. Довести, що проектування тривимірного простору на координатну вісь е1 = i паралельно до координатної площини векторів е2 = j, е3 = k  є лінійним оператором і знайти матрицю цього оператора в базисі е1, е2, е3.

                                         (          
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9. Довести, що проектування тривимірного простору на координатну площину векторів е1, е2 паралельно осі координат е3 є лінійним оператором і знайти його матрицю в базисі:

а) е1, е2, е3;      б) е1, е2, е1 + е2 + е3;        в) е1– е2, е1 + е3, – е1 + е2 + 2е3.

               (        а) 
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10. Довести, що ортогональне проектування тривимірного простору на вісь, що утворює рівні кути з осями прямокутної системи координат, є лінійним оператором, і знайти його матрицю в базисі одиничних векторів координатних осей.                       (         
[image: image269.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

1

1

1

1

1

1

1

1

1

3

1

.         ▲

11. Довести, що поворот площини на кут  (   навколо початку координат є лінійним оператором і знайти матрицю цього оператора в будь-якому ортонормованому базисі, якщо додатній напрямок відліку кутів збігається з напрямком найкоротшого повороту, що переводить е1 в е2.

(         
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1.  Довести,  що  поворот  тривимірного  простору на кут  
[image: image271.wmf]2
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   i + j + k  є лінійним оператором, і знайти матрицю цього оператора в базисі      е1 = i, е2 = j, е3 = k.
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13.  Побудувати матрицю оператора ортогонального проектування в геометричному лінійному просторі V3 на підпростір L, якщо L є:

а)  пряма х = z = 0;   

б)  пряма х = у = z;    

в)  площина х + у + z = 0;    

г)  площина, натягнута на вектори а(–1, 1, –1), b(1, –3, 2).

(        а) 
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14.  Скласти матрицю оператора проектування в геометричному лінійному просторі V3 на підпростір L паралельно підпросторові М:  

а) L:   x = 0;    M:    2x = 2y = – z;

б) L:   –20x = 15y = 12z;    M:    2x + 3y – z = 0;

в) 
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(   а) 
[image: image279.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

1

0

2

0

1

1

0

0

0

;    б) 
[image: image280.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

5

15

10

4

12

8

3

9

6

;      в) 
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15.  Лінійний оператор А в арифметичному просторі в стандартному базисі заданий матрицею. Знайти образи векторів а1, а2, а3 для оператора А: 
          а) 
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(     а)   –2а1, а2, 4а3;        б) 3а1, 3а2, 2а3;         в) (0, 0, 0), (5, 0, –5), (11, 5, –1);   

г)   а1, iа2, -іа3;         д)  -а1, (1 + i)a2, (1 – i)a3.      ▲
16.  Лінійний оператор A(ℒ(Vn, Vm) задано матрицею А. Записати образи зазначених векторів:

а) 
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∆    а) (0, 6, 24), (6, 5, –1), (1, 2, 2);  б) (0, 0, 0, 0), (2, 2, 2, 2), (10, 14, 18, 22), (7, 9, 11, 13); 

        в)  (–8, –13, 3, 0, –13), (–1, 5, 0, 8, 11), (3, 8, –1, 4, 0), (4, 14, –1, 11, 20), (–5, –3, –3, –4, 5). ▲
17.  Довести, що існує єдиний лінійний оператор у Vn, який переводить задані лінійно незалежні вектори  а1, а2, … , аn у задані вектори  b1, b2, … , bn. Як знайти матрицю цього оператора в базисі а1, а2, … , аn?

(     В i-oму   стовпці матриці стоять координати векторів bi у базисі { ai}.  ▲
18.  Нехай лінійний оператор С в Vn  переводить лінійно незалежні вектори а1, а2, … , аn у вектори b1, b2, … , bn відповідно. Довести, що матрицю C цього оператора в деякому базисі е1, е2, … , еn можна знайти з рівності С = ВА–1, де А і В складаються з координат векторів а1, а2, … , аn і b1, b2, … , bn у базисі е1, е2, … , еn, записаних у стовпці.

19.  Побудувати матрицю оператора А, що переводить у тривимірному лінійному просторі вектори х1(0, 0, 1), х2(0, 1, 1), х3(1, 1, 1) у вектори у1(2, 3, 5), у2(1, 0, 0), у3(0, 1, –1) відповідно, у базисі:

а) е1(1, 0, 0), е2(0, 1, 0), е3(0, 0, 1);       б) х1, х2, х3.

(         а) 
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20.  Побудувати матрицю оператора А, що переводить вектори а1, а2, а3 у вектори b1, b2, b3 у тому ж базисі, в якому задано координати усіх векторів:

      а) а1(2, 3, 5), а2(0, 1, 2), а3(1, 0, 0) ( b1(1, 1, 1), b2(1, 1, –1), b3(2, 1, 2);

      б) а1(2, 0, 3), а2(4, 1, 5), а3(3, 1, 2)(b1(1, 2, –1), b2(4, 5, –2), b3(1, –1, 1).

           (         а) 
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21.  Довести, що оператор у тривимірному просторі 
[image: image294.wmf](
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, є лінійним оператором, і знайти його матрицю:

        а) в ортонормованому базисі е1, е2, е3, у якому задано координати  

векторів;

б) у базисі: b1(1, 0, 1), b2(2, 0, –1), b3(1, 1, 0).

(         а) 
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22.  Швидкості точок тіла, що обертається навколо нерухомої точки, визначаються за формулою 
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 – миттєва кутова швидкість, а 
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– радіус-вектор точки. Довести, що оператор 
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23.  Показати, що оператор диференціювання є лінійним оператором у просторі поліномів степеня не вищого, ніж n від одної змінної з дійсними коефіцієнтами. Знайти матрицю цього оператора в базисі:

а) 1, х, х2, … , хn;                         б) 
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(         а) 
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24. Довести, що оператор 
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 є лінійним і відображає простір функцій, інтегровних з косинусом на (0, 2(), у простір многочленів першого степеня від sinx і cosx. Знайти матрицю цього оператора в підпросторі з базисом: {sinx, cosx}.           (      
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25.  Показати, що множення квадратних матриць другого порядку з лівого та з правого боку на дану матрицю 
[image: image309.wmf]÷
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 є лінійними операторами в просторі квадратних матриць другого порядку, і знайти матрицю цього оператора в базисі: 
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    ( при множенні з лівого боку 
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26.  Лінійний оператор у V задано матрицею А. Знайти ядро й образ оператора. З'ясувати, задає задане перетворення ізоморфізм чи ні, якщо:

а) 
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    ∆   а) (12, –5) і (5, 12);  б) (1, 1, –1), (3, 0, 2) і (1, 1, –1); в) (1, –1, 1) і  (1, 1, 0), (0, 1,–1);

     г) (0, 1, 1, 0), (0, 0, 1, 1) і (1, 1, –3, –3), (1, –1, –1, 1);  д) {( } і V; А – ізоморфізм; 

е) {( } і V; А – ізоморфізм.       ▲

27.  Лінійне відображення n-вимірного простору в m-вимірний простір задано матрицею  А. Знайти ядро й образ лінійного оператора:

а) 
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  д) 
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· ∆ а) (0, 2, 0, 1), (0, ​–3, 1, 0) і (0, 1, 0), (1, 0, –2);  б) {( } і (4, 3, –1, 7), (5, 2, 3, 7), (9, 7, 2, 6); в)   (3, 1, 0), (2, 0, –1)  і  (​ –2, 1, 7, –3);     г) (2, 0, 1, –1, 0), (0, 1, 2, 0, 0), (0, 0, 1, 0, 1)  і  V2;  д) (0, 1, 1) і (–2, –2, –3, 4, 6), (2, 2, 2, 1, –5); е) (1, 1, 0, –3, –6), (–2, 0, 1, 5, 10) і V3.  ▲
28.  Чи має оператор повороту площини на фіксований кут ( нетривіальні інваріантні підпростори? 

       ∆  При ( ( k(, k(Z не має; При ( = k(, k(Z кожна пряма площини, що проходить 

через центр обертання є інваріантним підпростором.     ▲

29.  У площині задано оператор А – оператор розтягування площини в (1  раз уздовж осі х и в (2  разів уздовж осі y. Визначити нетривіальні інваріантні підпростори оператора А, якщо:

а) (1 = (2;                    б) (1 ( (2.

(  а)  будь-яка пряма, що проходить через початок координат;   б)  осі координат – 

     одновимірні інваріантні підпростори.  ▲

30.  У тривимірному просторі оператор А – поворот навколо осі, що проходить через початок координат. Визначити нетривіальні інваріантні підпростори цього оператора.

· вісь  обертання – одномірний інваріантний підпростір; площина, що проходить через початок координат і перпендикулярна  вісі обертання – двомірний інваріантний підпростір.  ▲
31.  Нехай е1, е2, … еn – базис у Vn. Оператор Р, що ставить у відповідність векторові  
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 називається оператором проектування на Vm, породжений векторами е1, е2, … еm. Знайти нетривіальні інваріантні підпростори оператора Р.
(  Підпростір Vm і кожен його підпростір; Підпростір ℒ(em+1, …, en)  і кожен його підпростір.     ▲

32.  У просторі поліномів від х степеня не вищого n знайти нетривіальні підпростори, інваріантні щодо оператора диференціювання 
[image: image333.wmf]dx

d

. 

(  Підпростір Lk  многочленів ступеня не вище k  (k = 0, 1, 2, … , n – 1)...     ▲

33.  Довести, що в просторі функцій, диференційованих на всій осі, підпростір, натягнутий на функції 
[image: image334.wmf]x
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, є інваріантним відносно оператора диференціювання 
[image: image335.wmf]dx
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34.  Нехай А – лінійний оператор у Vn  і (aik) – матриця цього оператора в деякому базисі е1, е2, … еn. Довести, що:

а) підпростір, натягнутий на вектори е1, е2, … еn , є інваріантним відносно А тоді і тільки тоді, коли aik = 0 для i > m, k ( m; 

б) підпростори, натягнуті на е1, е2, …, еm  і еm +1, еm +2, … , еn, є інваріантними відносно А тоді і тільки тоді, коли aik = 0  для  i > m,  k  (  m і  i ( m,  k > m.

35.  Довести, що множина усіх власних векторів лінійного оператора, які відповідають одному і тому ж самому власному значенню (0, є лінійним підпростором, інваріантним відносно А.
36.  Довести, що лінійний підпростір, натягнутий на будь-яку систему власних векторів оператора А, є інваріантним відносно А.
37.  Знайти власні значення і власні вектори лінійних операторів, заданих у деякому базисі своїми матрицями:

а) 
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(    а)   (1 = 1,  с(1, –1); (2 = 3,  с(1, 1); з ( 0;     б)   (1 = 7,  с(1, 1); (2 = –2,  с(4, –5); с ( 0;    

  в) (1 = ai,  с(1, i); (2 = –ai,  с(1, –i); с ( 0;   г) ( = 2,  с1(–2, 1, 0) + с2(1, 0, 1);
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;  д) (1= –1, с(1, 1,–1); (2 = 1, с(–2, 0, 1); (3 = 2, с(1, 0, 0); з ( 0; е) (1 = 1,

 с1(1, 0, 1)+с2(0, 1, 0), 
[image: image349.wmf]0
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 ;  (2 = –1,  с(1, 0, –1); с ( 0;    ж) (1 = 1, с(3, –6, 20); 

 (2 = –2, с(0, 0, 1), с ( 0;  з) (1= 2, с(1, 0, 0); (2 = 1, с(1, 0, 1); (3 = –1, с(0, 1, –1); с ( 0;

 і) (1 = ​–1, с(1, 0, 0); (2 = 1, с1(1, 0, 1)+с2(0, 1, 1); з ( 0; 
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    л) ( = 2, с1(1, 2, 0)+с2(0, 0, 1); 
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38.  У просторі неперервних і диференційованих на всій осі функцій

f(x) знайти власні числа і власні вектори оператора 
[image: image352.wmf]dx

d

.

(        ( = ( – будь-яке число;  f(x) = ce(x, c ( 0.     ▲
39.  Знайти власні числа і власні вектори операторів, заданих у деякому ортонормованому базисі матрицями:
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÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

=

0

0

0

0

0

0

0

3

i

i

s

.

                        ∆        Власні значення в s1, s2, s3 – однакові:  (1 = 1, (2 = 0, (3 = –1; 

власні вектори:  y   s1:  c1(0, –i, 1),  c2(1, 0, 0), c3(0, i, 1),  ci ( 0;   

y   s2:  c1(i, 0, 1), c2(0, 1, 0),  c3(–i, 0, 1),  ci ( 0;   

y   s3:   c1(–i, 1, 0), c2(0, 0, 1), c3(i, 1, 0),  ci ( 0.     ▲
40.  Знайти власні числа і власні вектори операторів, які у деякому ортонормованому базисі задано матрицями:
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                    ∆             Власні значення операторів  s1, s2, s3 – однакові:  (1 = 1, (2 = 0, (3 = –1; 

власні вектори:  для  s1:  c1(1,
[image: image359.wmf]2

 , 1),  c2(1, 0, –1), c3(0, –
[image: image360.wmf]2

 , 1),  ci ( 0;   

для  s2:  c1(1, i
[image: image361.wmf]2

 , –1), c2(1, 0, 1), c3(1, –i
[image: image362.wmf]2

 , –1),  ci ( 0;   

для  s3:  c1(1, 0, 0), c2(0, 1, 0), c3(0, 0, 1),  ci ( 0.     ▲

41.  Задано матрицю оператора А в деякому базисі і поліном f(x). Знайти власні числа і власні вектори оператора f (А):

а) 
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в) 
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(    а)   (1 = 6(1 – i),  с(1, i); (2 = 6(1 – i),  с(1, –i); с ( 0;  б)   (1 = 14,  с(1, 2, 2); (2 = (3 = 10,  

с(1, 2, 1); з ( 0;     в) (1 = 9,  с(1, 0, 0); (2 = –1,  с(1, 0, 1); (3 = –15,  с(0, 1, –1); с ( 0.   ▲
ЗАДАЧА 2

1. У прямокутній системі координат хОу оператор А – оператор проектування площини на вісь Ох паралельно бісектрисі першої і третьої координатних чвертей. Знайти А*.

   ∆  А* – проектування на бісектрису другої і четвертої координатних чвертей паралельно осі  Оу.   ▲
2. У просторі диференційовних, періодичних з періодом 2( функцій f(x) знайти А*, якщо 
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        ∆     А* =А.      ▲

3. В евклідовому просторі поліномів степеня не вищого від двох зі скалярним добутком, обумовленим формулою (p, q) = (0(0+ (1(1+ (2(2,                   де  p(t) = (0 + (1t + (2t2,  q(t) = (0 + (1t + (2t2, задано оператора 
[image: image368.wmf](
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. Знайти А* у базисі:

а)   1,  t,  t2;               б)  1,  t,  3t2 – 1.

(          а) 
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4. В евклідовому просторі поліномів степеня не вищого від двох зі скалярним добутком 
[image: image371.wmf](
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 заданий лінійний оператор 
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. Знайти матрицю А* у базисі:

а)   1, x, x2;               б) 1, x, 3x2 – 1.

(          а) 
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5. В евклідовому просторі тригонометричних поліномів степеня не вищого від n зі скалярним добутком 
[image: image375.wmf](

)

(

)

(

)

ò

-

=

p

p

dx

x

q

x

p

q

p

,

 заданий лінійний оператор 
[image: image376.wmf](
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. Знайти формулу для А* і його матрицю в базисі 
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·     А* = -А;  
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6. Знайти оператор А*, спряжений до оператора 
[image: image379.wmf]dx
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 у просторі дифференційовних функцій, що задовольняють умові f(1) = 0, якщо скалярний добуток задано такою формулою:

 а) 
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7. Задано матрицю лінійного оператора А в евклідовому просторі в деякому базисі і Г – матриця Грама цього базису. Знайти А*:

а)
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        (       а) 
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8. Нехай {e1, e2} – ортонормований базис площини, а лінійний оператор А в базисі f1 = e1, f2 = e1 + e2 має матрицю 
[image: image391.wmf]÷
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.  Знайти матрицю А* у базисі {f1,  f2}.
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9. Нехай {e1, e2, … , en} ортонормований базис в евклідовому або унітарному просторі Еn. Матриця А – матриця лінійного оператора, заданого в базисі {f1,  f2, … , fn} простору Еn. Знайти А* у базисі {f1,  f2, … , fn}, якщо:

а) f1 = е1,  f2  = – е1 + е2; 
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;     б) f1 = е1,   f2  = 2 е1 + е2;  
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в) f1 = е1 + е2 + е3,    f2  = е2 + е3,     f3  = е2 – е3;   
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∆  а) 
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10. Нехай {e1, e2, … , en} – ортонормований базис в евклідовому або унітарному просторі Еn. Матриця А – матриця лінійного оператора, заданого в базисі {f1,  f2, … , fn} простору Еn. Знайти А* у базисі {f1,  f2, … , fn}, якщо:

а) f1 = е1 – е2 – е3,    f2  = е1 + е2 + е3,     f3  = е3;   
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б) f1 = е1 + е2 ,    f2  = е2 + е3,     f3  = е1 + е3;   
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в)  f1 = е1,   f2  = iе1 + е2,   f3  = – iе1 + iе2 + е3;  
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∆   а) 
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11. Лінійний оператор А евклідового простору у базисі з векторів f1(1, 2, 1), f2(1, 1, 2), f3(1, 1, 0)  задано матрицею 
[image: image405.wmf]÷
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. Знайти матрицю спряженого оператора А* у тому ж базисі, вважаючи, що  координати векторів f1, f2, f3 задані в деякому ортонормованому базисі.      
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12. Лінійний оператор в Е2 переводить вектори а1, а2 у вектори b1, b2 відповідно. Базис, у якому задані аi і bi, – ортонормований. Знайти  А* у цьому базисі, якщо:

а) а1(0, 1), а2(1, 3), b1(3, 1),  b2(2, 3);   б) а1(1, 1), а2(1, 4),  b1(0, –2), b2(–3, 7).

               (     а) 
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13. Знайти матрицю лінійного оператора А*, спряженого операторові А в ортонормованому базисі {е1, е2, е3 }, якщо А переводить вектори а1(0, 0, 1),  а2(0, 1, 1),  а3(1, 1, 1)  у вектори b1(1, 2, 1), b2(3, 1, 2), b3(7, -1, 4) відповідно. Координати усіх векторів задані в базисі {е1, е2, е3 }.     

           (           
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14. Лінійний оператор А в деякому базисі заданий своєю матрицею. Скалярний добуток (х, у) задано в тім же базисі. Знайти матрицю А*, якщо:

а) 
[image: image410.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

0

2

3

1

0

2

2

1

0

A

; (х, у) = х1у1+5х2у2+6х3у3 +2х1у3+2х3у1+3х2у3+3х3у2; 

б) 
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15. Скалярний добуток (х, у) і лінійний оператор А задані в деякому базисі евклідового (унітарного) простору. Знайти матрицю А* у тому ж базисі:

а)  (х, у) = х1у1 – 2х1у2  – 2х2у1 + 5х2у2;   
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б)  (х, у) = х1у1 + х1у2  + х2у1 + 3х2у2;   
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в)  (х, у) =
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16. Скалярний добуток (х, у) і лінійний оператор А задані в деякому базисі евклідового (унітарного) простору. Знайти матрицю А* у тому ж базисі:

а) 
[image: image423.wmf](
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17.  Нехай А – матриця лінійного оператора в деякому базисі,  Г –  матриця Грама цього базису. Знайти необхідну і достатню умову самоспряженості оператора  А:

а) в евклідовому просторі;          б) в унітарному просторі. 

в) те ж в ортонормованому базисі.

     (   а)  АТГ = ГА;  б)   
[image: image429.wmf]A
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18. Оператор А заданий матрицею в базисі з матрицею Грама Г. Чи буде А самоспряженим: 

а) 
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(   а)  ні;     б) так;     в)  так;    г)   так.      ▲

19. Оператор А заданий матрицею в базисі з матрицею Грама Г. Чи буде А самоспряженим: 

а) 
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(   а)  так;     б)  ні;     в)  ні.    ▲

20. Довести, що сума двох ермітових операторів є ермітовий оператор.

21. Довести, що добуток двох ермітових операторів тоді і тільки тоді буде ермітовим, коли оператори комутують.

22. Довести, що якщо А  и  В ермітові,  то ермітовими будуть і  оператори    АВ + ВА   та    i(АВ – ВА). 

23. Довести, що якщо А – ермітовий оператор унітарного простору, то оператор В = iА є кососиметричним. Навпаки, якщо А – кососиметричний, то В = iА – ермітовий оператор.  

24. Довести, що якщо А – ермітовий оператор унітарного простору, то оператор В = (А – iЕ)–1(А + iЕ) є унітарним.

25. Нехай в унітарному просторі диференційованих, періодичних з періодом 2(  функцій скалярний добуток задано, як 
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 – ермітовий оператор.

26. У просторі двічі диференційованих функцій f(x) (x([0,1]) і задовольняючих умові: f(0)=f(1)=0  скалярний добуток задано формулою( 
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, де ((х) – невід’ємна вагова функція. Як варто вибрати ((х), щоб оператор 
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 був ермітовим?  Чи буде А ермітовим, якщо відкинути умову  f(0) = 0?              (      ((х) = 1.       Так.      ▲

27. Показати, що для будь-якої матриці В з комплексними або дійсними елементами матриця А = ВВ* є ермітовою.

28. Показати, що добуток двох симетричних матриць тоді і тільки тоді буде симетричним, коли дані матриці переставні.

29. Показати, що добуток двох кососиметричних матриць тоді і тільки тоді буде симетричним, коли дані матриці переставні.

30. Показати, що добуток двох кососиметричних матриць А й В  тоді і тільки тоді буде кососиметричною матрицею, коли АВ = – ВА.

31. Довести, що добуток будь-якої матриці на свою транспоновану – симетрична матриця.

32. Довести, що якщо А и В – симетричні квадратні матриці одного порядку, то С = АВАВА…АВА – також симетрична матриця.

33. Довести, що матриця обернена до неособливої симетричної – симетрична.

34. Довести, що матриця обернена до неособливої кососиметричної матриці парного порядку – кососиметрична.

35. Лінійний   оператор   А  евклідового  простору заданий  у   базисі   {f1, f2, … , fn} матрицею А; {e1, e2, … , en} – ортонормований базис.  Чи є оператор  А ортогональним, якщо:

а)   f1 = е1 + е2,    f2 = е2;  
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б)   f1 = е1,    f2 = е1 + е2;  
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в)   f1 = 3е1 + е2,    f2 = 2е1 + е2;  
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г)   f1 = е2 + е3,  f2 = е1 + е3,  f3 = е1 + е2;  
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(        а)  так;       б) ні;       в)  так ;      г)  так.      ▲

36. Нехай {е1, е2, е3} – ортонормований базис в унітарному просторі. Знайти матриці унітарних операторів, що переводять вектори е1 і е2 у вектори 
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37.  Чи є ортогональним оператор, що діє на вектори ортонормованого базису за формулами:

а) Ае1 = е1 + е2,    Ае2 = е2;           б)   Ае1 = е1 + е2,    Ае2 = е1 – е2;

в)  Ае1 = 
[image: image449.wmf]2

1

(е1 + е2),    Ае2  = 
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(е1 – е2); 

г) Ае1 =
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 (5е1 – 12е2),   Ае2 = 
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(12е1 + 12е2).

(   а)  ні;  б) ні;   в)  так;   г) так.    ▲   
38.  Чи є ортогональним оператор, що діє на вектори ортонормованого базису за такими формулами:

а) Ае1 =е1 + 2е2 + 2е3,   Ае2 = 2е1 + е2 – 2е3, Ае3 = 2е1 – 2е2 + е3;

б) Ае1 =
[image: image453.wmf]3
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 (2е1 + е2 – 2е3),  Ае2 = 
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(е1 + е3), Ае3 = 
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в)  Ае1 =
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 (е1 + е2),   Ае2 =
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 (е2 + 
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е3),  Ае3 = 
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(е1 – е3);

г)  Ае1 = 
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(е1 + е2 + е3 + е4),   Ае2 = 
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(е1 + е2 – е3 – е4), 

    Ае3 = 
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(е1 – е2 + е3 – е4),     Ае4 = 
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(е1 – е2 – е3 + е4).

             (   а)  ні;   б) так;    в) ні;    г)  так.      ▲

39.  Чи є унітарним оператор А, що діє на вектори ортонормованого базису за формулами: 

а) Ае1 = е1 + ie2,      Ae2 = ie1;          б) Ае1 = е1 + ie2,      Ae2 = ie1 + е2;

в) Ае1 = 
[image: image464.wmf]5
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 (2е1 + ie2),   Ae2 = 
[image: image465.wmf]5

1

(ie1 + 2е2);

г) Ае1 = 
[image: image466.wmf]3
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 (2е1 + (1 + 2i)e2),  Ae2 = 
[image: image467.wmf]5
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д) Ае1 = 
[image: image468.wmf]3
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 (2е1 + (1 + 2i)e2),  Ae2 = 
[image: image469.wmf]3
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((1 + 2i)e1 – 2е2).

(      а)  ні;     б) ні;     в)  так;      г) так;     д)  ні.        ▲

40. Лінійний оператор А переводить вектори а1, а2, … , аn у вектори b1, b2, … , bn, які задані своїми координатами в деякому ортонормованому базисі.  Чи є оператор А ортогональним?

а) а1(3, 4),   а2(1, 3),   b1(5, 0),   b2(3, 1);

б) а1(2, –1),  а2(–1, 1),  b1(1, 2),  b2(1, 1);

в) а1(1, 2, 2), а2(1, 1, 0), а3(0, 1, –1), b1(2, 2, 1), b2(0, 1, 1), b3(–1, 1, 0).

           (      а)  так;       б) ні;        в)  так.        ▲

41. Лінійний оператор А в унітарному просторі зі стандартним скалярним добутком переводить стовпці матриці М1 у стовпці матриці М2.  Чи є оператор унітарним?
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                   (      а) так;     б)  так;      в)  так.      ▲

42.  Чи є лінійний оператор ортогональним, якщо він заданий у деякому ортонормованому базисі евклідового простору наступною матрицею:

  а) 
[image: image476.wmf]5
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 EMBED Equation.3  [image: image477.wmf]43
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        (    а) так;     б)  ні;    в)  так;    г) так.    ▲

43.  Чи є унітарним лінійний оператор, заданий в ортонормованому базисі унітарного простору матрицею:

а) 
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 EMBED Equation.3  [image: image484.wmf]÷
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г) 
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                     (    а)  ні;     б) так;     в)  так;      г)  ні;     д)  так;    е)  так.     ▲

44. а) Показати, що сума двох ортогональних (унітарних) операторів у загальному випадку не є ортогональним (унітарним) оператором. 

      б) Навести приклад, коли сума двох ортогональних операторів усе-таки буде ортогональним оператором.

·  б) 
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                                                                А + В  – ортогональний.  ▲      
45. Знайти ортонормований базис із власних векторів для оператора з матрицею:

а) 
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(  а)  е1(2/3, 2/3, 1/3),  е2(2/3, –1/3, –2/3),  е3 (1/3, –2/3, 2/3);     б) 
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        е3(1/2, –1/2, 1/2, –1/2),    е4(1/2, –1/2, –1/2, 1/2).           ▲

46. Знайти власні значення й ортонормований базис самоспряженого оператора, заданого в деякому ортонормованому базисі матрицею:

а) 
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( а) (1 = –5, (2 = 5, f1 =
[image: image504.wmf]2
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 (1, –1), f2 =
[image: image505.wmf]2
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 (1, 1);    б) (1 = 0, (2 = 5,  f1 =
[image: image506.wmf]5
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 (1, 2),      

            f2 =
[image: image507.wmf]5
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 (2, –1);   в) (1 = 2 –
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 );   г) (1 = –1, (2 = 2, f1 =
[image: image514.wmf]3
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 , 1), f2 =
[image: image516.wmf]3
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 (–1, 
[image: image517.wmf]2

);            

д) (1 = –1, (2 = 1,  f1 =
[image: image518.wmf]2

1

 (1, i),  f2 =
[image: image519.wmf]2

1

 (1, –i);  е) (1 = 1, (2 = 4, f1 =
[image: image520.wmf]3

1

 (–1, 1 +i),  

  f2 =
[image: image521.wmf]3

1

(1–i, 1).     ▲

47. Знайти власні значення й ортонормований базис самоспряженого оператора, заданого в деякому ортонормованому базисі матрицею:
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                 г) 
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(   а) (1 = –2, (2 = 1, (3 = 2, f1 =
[image: image527.wmf]6

1

 (1, –1, –2),  f2 =
[image: image528.wmf]3

1

 (1, –1, 1), 

f3 =
[image: image529.wmf]2

1

 (1, 1, 0);  б) (1= 0, (2= 3, (3 = 6, f1 =
[image: image530.wmf]3

1

 (2, 1, –2),  f2 =
[image: image531.wmf]3

1

 (1, 2, 2), f3 =
[image: image532.wmf]3

1

 (2, –2, 1); 

   в) (1 = 1, (2 = 2, (3= 4, f1 =
[image: image533.wmf]3

1

 (1, –1, –1), f2 =
[image: image534.wmf]2

1

 (1, 0, 1),  f3 =
[image: image535.wmf]6

1

 (1, 2, –1);   г) (1 =
[image: image536.wmf]2
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  (2= 0, (3=
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 , f1 =
[image: image538.wmf]2
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 , 1),  f2=
[image: image540.wmf]2
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 (1, 0, –1), f3=
[image: image541.wmf]2
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 (1, 
[image: image542.wmf]2

, 1); д) (1 =1, (2 = (3 = 3, 

         f1=
[image: image543.wmf]2
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(1, 0, i),  f2= (0, 1, 0), f3=
[image: image544.wmf]2
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(1, 0,–i).   ▲

48. Знайти власні значення і яку-небудь максимальну ортонормовану систему власних векторів ортогонального оператора, заданого в деякому ортонормованому базисі евклідового простору матрицею:

а) 
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 (  а) немає власних векторів;  б) (1 = –1, (2 = 1,    f1 =
[image: image550.wmf]5
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 (1, –2), f2 =[image: image551.wmf]5
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 (2, 1); в) при ( = k(,  k(Z немає власних векторів, при ( = 0,    (1 = (2 = 1, при (  = (, (1 = (2 = 1, будь-який ортонормированный базис – базис із власних векторів;    г) (1 = –1,  (2 = 1, 
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[image: image555.wmf]2
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 (1, 1, 0).    ▲

49. Знайти власні значення й ортонормований власний базис для унітарного оператора, заданого в ортонормованому базисі унітарного простору матрицею:
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· а) (1 = cos( +isin(, (2 = cos( –isin(,  f1 =
[image: image560.wmf]2
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50. Які з наступних матриць ортогональні?
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                (    а)  ні;        б) ні;       в)  так.     ▲

51. Довести, що елементи визначника 3-го порядку, рівного одиниці, утворюють ортогональну матрицю, якщо кожний з елементів дорівнює своєму алгебраїчному доповненню. 

52. Довести, що визначник ортогональної матриці дорівнює   (1.

53. У матриці А підібрати (, (  і ( так, щоб матриця стала ортогональною і щоб її визначник дорівнював 1:  
[image: image585.wmf]194989
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        (        ( = 4/9,        ( = 7/9,        (  = – 4/9.     ▲

54. Довести, що добуток ортогональних матриць є ортогональною матрицею. 

55. Довести, що визначник унітарної матриці по модулі дорівнює одиниці.

56. Визначити, яка з матриць унітарна, а яка – ермітова:
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.        (     А1 – унітарна,   А2 – ермітова.     ▲ 

57. Довести, що матриця, обернена до унітарної, унітарна, і добуток унітарних матриць – унітарний.

58. Довести, що якщо лінійний оператор А унітарного (евклідового) простору зберігає довжини усіх векторів, то він унітарний (ортогональний).

59. Довести, що добуток двох унітарних операторів унітарний.

60. Довести, що якщо лінійний оператор А унітарного (евклідового) простору володіє будь-якими двома з наступних трьох властивостей: 

а). А – ермітовий (самоспряжений);   б). А – унітарний (ортогональний);

в).  А2 = Е,   то він володіє і третьою властивістю.

61. Показати, що якщо матриця А володіє двома з трьох властивостей: симетрична; ортогональна й А2 = Е, то вона володіє і третьою властивістю.

62. Довести, що якщо матриця володіє двома з трьох властивостей: дійсна; унітарна; ортогональна, то вона володіє і третьою властивістю.

63. Довести, що, якщо довільний оператор А в унітарному просторі зберігає скалярний добуток, то А лінійний і, отже, унітарний. Показати на прикладі, що збереження скалярних квадратів недостатньо для лінійності.

· Вказівка: розглянути (А((х + (у) – (Ах – (Ау, А((х + (у) – (Ах – (Ау).  

Ах = (( х1 (, х2, х3, … , хn) – не лінійний.  ▲

64. Довести, що будь-яку дійсну симетричну матрицю А можна записати у такому вигляді:  А =  Q–1ВQ,   де  Q – ортогональна, а В ​– дійсна діагональна (А ортогонально подібна до діагональної).

65. Довести, що будь-яку ермітову матрицю А можна представити у такому вигляді:  А =  С–1ВС,   де  С – унітарна, а В ​– дійсна діагональна (А унітарно подібна до діагональної).

66. Для даної матриці А знайти ортогональну Q і діагональну В, такі, що А =  Q–1ВQ:
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67. Для заданої матриці А знайти унітарну С и діагональну В , такі, що В =  С–1АС:
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68. Для унітарної матриці А знайти  унітарну Q і діагональну В такі, що В = Q–1АQ:  
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69. Знайти  
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70. Знайти  А17, якщо  
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71. Знайти  
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72. Знайти А81, якщо 
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73. Задано матрицю  А. Знайти 
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74. Дано матрицю А:  
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75. Знайти функції від матриць: 
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76. Чи можна наступні матриці привести до діагонального вигляду:

а) 
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77.  Які з наступних матриць лінійних операторів можна привести до діагонального виду переходом до нового базису? Знайти цей базис і діагональну матрицю:

а) 
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78.  Знайти жорданову форму матриць: 

а) 
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79. Знайти жорданову форму матриць: 

а) 
[image: image649.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

5

6

8

2

3

6

0

1

3

;         б) 
[image: image650.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

-

-

5

0

4

9

4

1

7

5

4

;  в) 
[image: image651.wmf]÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

è

æ

-

-

-

-

-

-

-

4

2

0

0

8

4

0

0

1

7

3

9

7

1

1

3

.

   (       а) 
[image: image652.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

i

i

2

0

0

0

2

0

0

0

1

;   б) 
[image: image653.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

i

i

3

2

0

0

0

3

2

0

0

0

1

;     в) 
[image: image654.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

0

.      ▲
80. У деякому базисі {ei} лінійний оператор заданий своєю матрицею. Знайти базис {fi} у якому матриця має жорданову форму і знайти цю жорданову форму:

а) 
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