Практична робота № 1

Тема. Комп’ютерні процедури диференціювання та інтегрування функцій.

Мета роботи: навчитись проводити операції диференціювання та інтегрування за допомогою команд MATLAB; ознайомитись з процедурами комп’ютерного диференціювання та інтегрування функцій

Теоретичний мінімум
	Формули для чисельного обчислення похідних важливі в розробці алгоритмів при обчисленні граничних значень в задачах, що зв’язані з звичайними диференціальними рівняннями в частинних похідних.





	Нагадаємо, що похідною функції  по незалежному аргументу  в точці  називається границя, до якої прямує відношення прирісту функції  к приросту аргументу , коли приріст аргументу прямує до нуля. Операція знаходження похідної функції має назву операції диференціювання [51]. 



	Основною задачею диференціального счислення є визначення для заданої функції  її похідної (або старших похідних)  і диференціала .



	Зворотна задача – визначення функції  по її формулам длявідомим похідної  або диференціалу . Це є основна задача інтегрального вирахування.





	Первісною функції , яка визначена на відрізку , називається функція , яка визначена на тому ж самому відрізку та задовільнює умові  або .
	Процес знаходження первісної функції називається інтегруванням.

Завдання 1. Приклади диференціювання у системі MATLAB.

	Обчислення інтегралів та похідних у багатьох випадках досить рутинна операція при використанні пакетів аналітичних обчислень (маються на увазі пакети символьної математики). Разом з тим часто задача містить числові дані, тому для роботи необхідні ефективні обчислювальні процедури. 

	Як уже відомо, у системі MATLAB є підпакет, який призначений для аналітичних обчислень – це Symbolic Math Toolbox [44]. У цьому пакеті існує команда diff, яка обчислює скінченні різниці (). Синтаксис цієї команди: 
· diff(x) – команда обчислює скінченні різниці, де x – одновимірний масив, а diff(x) –вектор різниць сусідніх елементів;
· diff(x,n) – команда обчислює скінченні різниці порядку n.


Приклад 1. Обчислити скінченні різниці незалежної та залежної змінних та перших похідних , якщо . 
	Перелік команд для виконання цих операцій наданий нижче:
>> x=1:.1:2;
>> dx=diff(x);
>> y=log(x);
>> dy=diff(y);
>> d2y=diff(y,2);
	Точне диференціювання функцій можна реалізувати за допомогою наступних команд:
· diff(s) – диференцює символьний вираз s по визначеній змінній;
· diff(s,v) – диференцює символьний вираз s по v;
· diff (s,n) або diff(s,v,n) – диференцює послідовно n разів символьний вираз s.

Приклад 2. Знайти першу та другу похідні функції . 	Перелік команд для виконання вказаних операцій наведений нижче.
>> y=1/2*log(tan(x/2))–1/2*cos(x)/(sin(x))^2;
	Знаходимо першу похідну:
>> Dy=diff(y)
Dy =
1/2*(1/2+1/2*tan(1/2*x)^2)/tan(1/2*x)+1/2/sin(x)+cos(x)^2/sin(x)^3
	Знаходимо другу похідну:
>> D2y=diff(y,2) 
D2y =
1/4+1/4*tan(1/2*x)^2–1/2*(1/2+1/2*tan(1/2*x)^2)^2/tan(1/2*x)^2–5/2*cos(x)/sin(x)^2–3*cos(x)^3/sin(x)^4
Для отримання виразу вихідної функції виписуємо:
>> y=diff(y,0)
y =
1/2*log(tan(1/2*x))–1/2*cos(x)/sin(x)^2





Вправа 2. Частинні похідні та градієнт функції двох змінних.









	Частинною похідною від функції двох змінних  за змінною  (позначається  або ) називається границя відношення частинного прирісту функції  за змінною  до приросту цієї змінної  при умові :

			,



похідна функції  по змінній обчислена в припущенні, що інша змінна  фіксована [51].



	Аналогічно визначається частинна похідна від функції  за змінною  ( вважається фіксованою):

			.

	Приклад 1 Знайти частинні похідні функції . 	Визначимо символьні змінні та скористаємося командою diff:
>> syms x y z
>> z=sin(y)*x^3–y^2*cos(x);
Визначимо похідну по змінній y:
>> dy=diff(z,y) 
dy =
cos(y)*x^3–2*y*cos(x)
Визначимо похідну по змінній х:
>> dx=diff(z,x) 
dx =
3*sin(y)*x^2+y^2*sin(x)



	Градієнтом  (або ) функції  від кількох змінних називається вектор, координати якого є частинними похідними за відповідними незалежними змінними. 

	Таким чином, для функції двох змінних 

,

а для функції трьох змінних 

.





	Кажуть, що в області  (n=2, 3) задано векторне поле, якщо в кожній точці  заданий вектор  (тобто задана вектор-функція декількох змінних). Отже, будь-яка скалярна функція (скалярне поле) , для якої існує перша похідна в області G, може породжувати в цій області векторне поле . 


	Функція  називається потенціалом векторного поля , а векторне поле [image: ] називається потенціальним полем.

	Якщо функція  задана у вигляді масиву чисел (значень функції в визначених точках), то обчислити градієнт такої функції можна за допомогою команди gradient.

	Приклад 2. Обчислити величину градієнта функції  в визначених точках (вузлах сітки). 
	Відповідний масив координат вузлів (значень незалежних аргументів) нехай задається за допомогою команди meshgrid. Тоді послідовність команд для обчислення градієнту має вигляд:
>> [x y]=meshgrid(–1:.1:1,–1:.1:1);
>> z=sin(x.^2–y.^3);
>> [px,py]=gradient(z)
Для побудови тривимірного зображення скористаємось командою surf:
>> surf(z) 

	Якщо, крім вищенаведеного треба знайти чисельні значення похідних функції , можна використати такий синтаксис команди gradient: [px,py]=gradient(z,dx,dy), де dx, dy можуть бути:
· 

скалярними величинами, які дорівнюються крокам розбивки сітки по вісям  та ;
· векторами, компоненти яких є координати вузлів сітки при розбивці з перемінним кроком.









	Для диференціального рівняння , права частина якого безперервна в заданій області , має місце геометрична інтерпретація, яка називається полем напрямків. Якщо через кожну точку  області  провести деякий відрізок  з кутовим коефіцієнтом , то вийде геометрична картина, яка і визначає поле напрямків: відрізок  являється дотичною в кожній точці  інтегральної кривої  рівняння 

	Приклад 3. Обчислити та побудувати поле напрямків для функції .
	Перелік команд наведений нижче:
>> [x,y]=meshgrid(–1:.1:1,–1:.1:1);
>> z=exp(x.^2)–exp(y.^2–x.^2);
>> [px,py]=gradient(z,pi/10,pi/10);
>> contour(z);
>> hold on;
>> quiver(px,py);
Для отримання вигляду поля напрямків використовуємо команду surf:
>> surf(z) 

Вправа 3. Знаходження інтегралів від визначених функцій за допомогою підпакету Simbolic Math.

	З появленням вищевказаного підпакету Simbolic Math стало можливим знаходити аналітічне значення деяких інтегралів. 

	Приклад 1. Знайти інтеграл від функції: . 
	Спочатку визначимо символьні змінні, потім виконаємо операцію інтегрування за допомогою команди int:
>> syms x y
>> y=(1+sin(x))*exp(x)/(1+cos(x)); iy=int(y)
iy =
exp(x)*tan(1/2*x)

	Приклад 2. Обчислити визначений інтеграл .
	Ця задача виконується за допомогою команди int:
>> int((sinh(x))^4,0,log(2))
ans =
    0.0402
	У більш складному випадку подвійних інтегралів значна увага приділяється визначенню області інтегрування. 



	Якщо область інтегрування  обмежена кривими , які кожна пряма, що паралельна вісі , перетинає не більш ніж у одній точці, то подвійний інтеграл по цій області може бути обчислений за допомогою процедури переходу до послідовного інтегрування: 

.



	Якщо область інтегрування  обмежена кривими , які кожна пряма, що паралельна вісі , перетинає не більш ніж у одній точці, то подвійний інтеграл по цій області може бути обчислений за допомогою наступної процедури переходу до послідовного інтегрування: 

.

	Приклад 3. Обчислити інтеграл :
	Спочатку обчислюємо внутрішній інтеграл:
in1=int(x+2*y,y^2–4,5)
in1 =
25/2–1/2*(y^2-4)^2+2*y*(9–y^2)
	Обчислюємо зовнішній інтеграл:
in2=int(in1,–3,3)
in2 =
252/5

Вправа 4. Чисельне інтегрування у системі MATLAB.

	У системі MATLAB реалізовані різні методи чисельного інтегрування функцій. Одним з найбільш розповсюджених методів наближеного обчислення визначених інтегралів є метод трапецій. Для його реалізації в системі MATLAB існує команда trapz.

	Приклад 1. Обчислити визначений інтеграл  за допомогою методу трапецій. 

	Перелік команд процедури обчислення визначеного інтегралу за умови фіксованого кроку інтегрування :
>> x=–pi:pi/10:pi;
>> y=sin(x.^2);
>> disp(trapz(x,y))
    1.4448

	Якщо зменьшити крок інтегрування до , можна отримати більш точний результат:
>> x=–pi:pi/1000:pi;
>> y=sin(x.^2); disp(trapz(x,y))
    1.5453
	Методи інтегрування більш високих порядків точністі у системі MATLAB реалізовані за допомогою таких команд, як quad (метод Симпсона), quadl (метод Гаусса-Лобатто), quad8 (метод Ньютона-Котеса 8-го порядку). 
	Загальне звертання до команди quad: [s,n]=quad(f,a,b,tol,trace,...), де s – значення інтегралу, n – кількість обчислень підінтегральної функції, f – функція, [a, b] – інтервал інтегрування, tol – відносна похібка (за замовчуванням вона дорівнює 1е-3), trace – при ненульовому значенні виводяться послідовність етапів обчислення інтегралу.

	Приклад 2. Обчислити визначений інтеграл . 
	Для завдання підінтегральної функції створюємо m-файл:
function f=int1(x)
f=exp(–x)./(x.^3+1);
Обчислюємо інтеграл за допомогою різних команд інтегрування quad, quad8, quadl:
>> format long
>> [in1,n]=quad('int1',0,1,1e–6,1)
       9     0.0000000000    2.71580000e–001     0.2367423251
      11     0.2715800000    4.56840000e–001     0.2475552724
      13     0.2715800000    2.28420000e–001     0.1468823197
      15     0.5000000000    2.28420000e–001     0.1006731351
      17     0.7284200000    2.71580000e–001     0.0704552012
in1 =
   0.55475298116279
n =
    17
>> [in1,n]=quad8('int1',0,1,1e–6,1)
in1 =
   0.55475295813348
n =
    33
>> [in1,n]=quadl('int1',0,1,1e–6,1)
      18     0.0000000000    5.00000000e–001     0.5547529353
in1 =
   0.55475293530993
n =
    18
	Якість обчислення виявляється в результаті порівняння отриманих значень інтегралу з точним результатом.
	Для наближеного обчислення послідовного інтегралу у системі MATLAB використовується команда, яка має наступний синтаксис:
dblquad(f,xmin,xmax,ymin,ymax), 


де f – підінтегральна функція, xmin,xmax,ymin,ymax – інтервали інтегрування відповідно по  змінним  та .


	Приклад 3. Обчислити послідовний інтеграл . 	Скористаємося вищенаведеною командою dblquad, для якої спочатку задаємо інтервали інтегрування:
>> f=inline('x.^2–y.^3');
>> disp(dblquad(f,–pi/2,0,0,pi/2))
   –0.3614

Вправа 5. Розклад в степеневі ряди та наближене представлення функцій.







	Функція може бути представлена у вигляді степеного ряду за степенями , а саме: . Пошук коефіцієнтів . Такий ряд можна у наступному вигляді: . Цей ряд носить назву ряду Тейлора для функції . 



	У випадку, коли , вихідний ряд набуває вигляду , який називається рядом Маклорена для функції .







	Для того, щоб сума ряду збігалась до функції  необхідно і достатньо виконання вимоги: залишковий член , де  – сума  перших членів в ряду, повинен прагнути до нуля при нескінченному зростанні чинника , , тобто .
	У системі MATLAB надано декілько команд, що дозволяють представити задану функцію у вигляді ряду Тейлора:
· taylor(f) – розкладає функцію в ряд Маклорена (за замовчуванням призначається розкладання до 5-ої степені);
· taylor(f,n) – розкладає функцію в ряд Маклорена n-1 степені;
· 
taylor(f,a) – розкладає функцію у ряд Тейлора в околі точки ;
· taylor(f,x) – розкладає функцію у ряд Маклорена у загальному виді до 5-ої степені (за замовчуванням) в околі точки x.

	Приклад 1. Розкласти у степеневий ряд Тейлора функцію . 

	Наведемо різні приклади розкладання функції  за допомогою вищевказаних команд:
>> taylor(sin(x))
ans =
x–1/6*x^3+1/120*x^5

Розкладання функції  у ряд Тейлора навколо точки t: 
>> taylor(sin(x),t)
ans =
sin(t)+cos(t)*(x–t)–1/2*sin(t)*(x–t)^2–1/6*cos(t)*(x-t)^3+1/24*sin(t)*(x–t)^4+1/120*cos(t)*(x–t)^5
Розкладання у ряд до 6-ої степені:
>> taylor(sin(x),6)
ans =
x1/6*x^3+1/120*x^5 
>> % Розкладання у ряд до 2-го ступеня навколо крапки 5:
>> taylor(sin(x),2,5)
ans =
sin(5)+cos(5)*(x–5)


	Приклад 2. Знайти значення функції  при . 
	Процедура отримання необхідного значення функції може бути реалізована за наступною схемою. Спочатку розкладаємо функцію у ряд Маклорена до 6-ї степені:
>> sn1=taylor(sin(x),6)
sn1 =
x–1/6*x^3+1/120*x^5

Знайдемо границю отриманого ряду при :
>> sn1=limit(x–1/6*x^3+1/120*x^5,pi)
sn1 =
pi–1/6*pi^3+1/120*pi^5
>> pi–1/6*pi^3+1/120*pi^5
ans =
    0.5240

	З метою аналізу можливостей процедури побудуємо за допомогою команди ezplot з підпакету Simbolic Math графіки функції  та графіки отриманих розкладів в ряди до різних степенів вихідної функції:
>> ezplot(sin(x))
>> hold on
>> ezplot(taylor(sin(x),5))
>> ezplot(taylor(sin(x),8))
>> ezplot(taylor(sin(x),10))
>> ezplot(taylor(sin(x),15));
>> grid on
Звернемо увагу на графікі, які надані на рис. 1.1. Вони відрізняються від графіків, які отримані за допомогою команди ezplot, лише оформленням.

	З побудованих графіків (рис. 1.1) видно, що, чим більше степень розкладання функції в степеневий ряд, тим точніше наближене представлення до вихідної функції в околі нульового значення .

[image: ]



Рис. 1.1 – Графікі функції  та розкладів функції  в ряди Тейлора



	Приклад 3. Розкласти в степеневий ряд Тейлора функцію  двох аргументів:  та побудувати графіки вихідної функції і представити функції степеневим рядом. 
	Перелік команд, що допомогають виконати завдання:
>> taylor(exp(x)*cos(y))
ans =
cos(y)+cos(y)*x+1/2*cos(y)*x^2+1/6*cos(y)*x^3+1/24*cos(y)*x^4+1/120*cos(y)*x^5
>> ezsurfc(exp(x)*cos(y));
>> hold on
>> ezmeshc(taylor(exp(x)*cos(y),5));
>> ezmeshc(taylor(exp(x)*cos(y),10));

В результаті отримуємо графіки функції  та розкладів цієї функції в ряди Тейлора різних порядків (рис. 1.2).

[image: ]



Рис. 1.2 – Графікі функції  та функції  в ряди Тейлора

Практичні завдання

Виконати наступні завдання :

Завдання 1. Побудувати область, яка обмежена заданими лініями, і знайти площу області (див. табл. 1.1) за допомогою:
1. команд підпакету Simbolic Math;
1. команд системи MATLAB.

	Таблиця 1.1 – Варіанти до завдання № 1
	№
п/п
	Лінії, за допомогою яких формується вихідна область

	1
	


	2
	


	3
	


	4
	


	5
	


	6
	


	7
	


	8
	


	9
	


	10
	


	11
	


	12
	


	13
	


	14
	




Завдання 2. Визначити координати точок екстремума функції  (дивись табл. 1.2) та обчислити значення функції в точках екстремума.

	Таблиця 1.2 – Варіанти до завдання №2
	№
п/п
	
Функція 

	1
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	2
	[image: ]

	3
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	4
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	5
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	6
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	7
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	8
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	9
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	10
	[image: ]

	11
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	12
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	13
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	14
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	15
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Завдання 3. Розкласти функцію  в ряд Тейлора в околиці точки , знайти область збіжності ряду, побудувати варіанти (різних степенів розкладання) графіки отриманих розкладань (дивись таблицю 1.3):






	Таблиця 1.3 – Варіанти до завдання №3
	№
п/п
	
Функція 
	№
п/п
	
Функція 

	1
	

(=0)
	8
	

 (=–1)

	2
	

 (=2)
	9
	


 (=–)

	3
	

 (=0)
	10
	

 (=0)

	4
	

 (=0)
	11
	

 (=0)

	5
	

 (=0)
	12
	

 (=1)

	6
	

 (=–2)
	13
	

 (=0)

	7
	

 (=2)
	14
	

 (=0)



Контрольні питання

1. 
Поясніть зміст визначення похідної функції .
1. Назвати відомі способи обчислення похідної за допомогою команд системи MATLAB.
1. Як обчислюються частинні похідні засобами підсистеми Symbolic Math?
1. 
Дати визначення  первісної від функції .
1. Назвати функцію підпакету Symbolic Math, за допомогою якої можна обчислити подвійний інтеграл.
1. Пояснити структуру команди quad(f,a,b,tol,trace).
1. Назвати і привести характеристику команд системи MATLAB для чисельного обчислення інтеграла.
1. Які команди у MATLAB дозволяють здійснити розклад функцій у ряди Тейлора та Маклорена?



Практична робота№ 2

Тема. Диференціальні рівняння. Основні поняття та визначення. Розв’язання диференціальних рівнянь першого порядку.

Мета роботи: навчитись вирішувати диференціальні рівняння у символьному вигляді у підсистемі Simbolic Math; ознайомитись з використанням вирішувачив звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР) та можливостями представлення розв’язків у графічному вигляді в середовищі системи MATLAB.

Теоретичний мінімум

	Інженерні і наукові завдання часто пов'язані з розв’язуванням диференціальних рівнянь, оскільки за допомогою останніх описуються багато фізичних явищ. Відповідно, процеси в технічних пристроях так само описуються диференціальними рівняннями. Природа цих процесів може бути різноманітною. При аналізі, наприклад, теплових режимів апаратури обчислюються теплові потоки, при вивченні електромагнітних процесів – електричні і магнітні поля, при оцінці міцності виробів обчислюються механічні напруги і деформації. На жаль, для багатьох практично важливих випадків завдання, що описуються диференціальними рівняннями, вельми складні, і отримати їх точний розв’язок виявляється скрутно або неможливо. Ці труднощі можуть бути зв'язані з структурою рівняння, наприклад, з його нелінійним характером. Проте, вирішити подібні складні задачі на сучасному рівні розвитку науки можна за допомогою комп'ютерних технологій. Тому методи розв’язання диференціальних рівнянь за допомогою можливостей компьютера широко застосовуються в інженерній практиці.
	Диференціальні рівняння прийнято розподіляти на дві групи: звичайні диференціальні рівняння і рівняння в приватних похідних. У даній лабораторній роботі розглядаються методи розв’язання звичайних диференціальних рівнянь [12]. 






	Звичайним диференціальним рівнянням першого порядку називається рівняння вигляду , де F – задана функція трьох змінних, яка визначена в області  (одновимірній області),  – незалежна змінна з інтервалу ,  – невідома шукана функція,  – її похідна. 

	Звичайні диференціальні рівняння, які розв’язані відносно похідної, тобто рівняння вигляду  називають рівняннями в нормальній формі. 






	Функція  називається розв’язком диференціального рівняння на інтервалі , якщо вона може бути безперервно діфференційована на  і при всіх  з інтервалу  задовольняти рівнянню .
	Графік розв’язку диференціального рівняння називають інтегральною кривою диференціального рівняння [12]. 



	Якщо диференціальне рівняння першого порядку  розв’язується, то розв’язків можна отримати нескінченну множину і ці розв’язки можуть бути записані у вигляді , де  – довільна константа. Вираз 

											(1)



називають загальним розв’язком диференціального рівняння 1-го порядку: при всіх допустимих значеннях  функція  є розв’язком рівняння, . 




	Приватним розв’язком діференціального рівняння називається такий розв’язок, який виходить із загального розв’язку (1) при деяком приватном значенні довільної сталої; для будь-якого наперед заданого розв’язку  знайдеться таке значення константи , , що .

	Довільна стала визначається з так званих початкових умов [31]. Якщо поставити завдання: знайти розв’язок ЗДР, що задовольняє умові , то таке диференціальне рівняння має єдиний розв’язок.
	Важливим елементом завдань, що містять диференціальні рівняння, є додаткові умови, які необхідні для отримання кількісного розв’язку. 
	Стосовно звичайних диференціальних рівнянь розрізняють два види завдань: завдання з  початковими умовами (задача Коші) і завдання з граничними умовами.



	Завдання про відшукання розв’язку  диференціального рівняння , що задовольняє початковій умові , називається задачею Коші. Розв’язок задачі Коші є приватним розв’язком. 

	Розв’язок диференціального рівняння, який не може бути отриманий з загального розв’язку ні при одному приватному значенні довільної сталої (включаючи випадки, коли стала прямує до ), називається особливим розв’язком диференціального рівняння.
	Диференціальні рівняння першого порядку складаються з однорідних, лінійних, рівняння Бернуллі, Клеро, Рикатті, Абеля 2-го роду та інших.
	В лабораторній роботі ми обмежуємось розгляданням визначень лише одного типу звичайних диференціальних рівнянь, так званих лінійних рівнянь.
	Рівняння першого порядку:

										(2)




називають лінійним. Функції  і  називаються коефіцієнтами. Якщо  то лінійне рівняння називається однорідним або диференціальним рівнянням без правої частини. Якщо  то лінійне рівняння називається неоднорідним або з правою частиною [12].



	Для розв’язання ЗДР (2) можна використати декілька практичних підходів. Зокрема, представити  у вигляді добутку , де вважається, що  розв’язком однорідного лінійного рівняння, тобто 

										(3)


Якщо в (3) перенести  вправо, то одержимо рівняння з відокремлюваними змінними , приватний розв’язок якого має вигляд

										(4)

Після підстановки шуканої функції  в рівняння (2) отримаємо:

								(5)
Оскільки вираз у квадратних скобках завдяки (3) дорівнює нулю, то після розв’язання маємо:

							(6)



	Після підстановки функцій  і  в функцію , отримаємо загальний розв’язок лінійного рівняння


							(7)
	З представлення (7) витікає, що 


а) лінійне рівняння першого порядку може бути завжди виражено через інтеграли від  і ;


б) загальний розв’язок лінійного неоднорідного рівняння може бути представлений у вигляді суми загального розв’язку однорідного рівняння  і частинного розв’язку неоднорідного рівняння :

									(8)





		 .
	При розв’язанні конкретних рівнянь використання формули (7) не є зручним, тому краще скористатися схемою розв’язання, яка приводить до виразу (8).

Вправа 1. Розв’язок звичайних диференціальних рівнянь загального виду у символьному вигляді. Задача Коши. Побудова інтегральної кривої.

	Для розв’язання  звичайних диференціальних рівнянь у формі Коши в системі MATLAB використовується команда dsolve(‘eqn1’,’eqn2’ .) [44]. За допомогою цієї команди можна розв’язувати як одне диференціальне рівняння, так і систему диференціальних рівнянь першого порядку. У разі наявності при завданні диференціального рівняння початкових умов, вони задаються в параметрах команди dsolve після інформації про диференціальні рівняння.
	За умовчанням незалежною змінною вважається t. Можна використовувати і іншу змінну, яку розміщяємо в кінці списку параметрів команди dsolve. Для правильного представлення диференціального в параметрах команди dsolve використовується символ D, який позначає похідну по незалежній змінній, тобто d/dt, при цьому D2 означає похідну другого порядку d^2/dt^2 і т.д.




	Задача Коші для звичайного диференціального рівняння 1-го порядку полягає у відшуканні функції , що задовольняє цьому рівнянню і початковій умові , де  і  – задані значення.
	Початкові умови задаються у вигляді однією з рівностей у(a)= b або Dy(a)= b, де у – шукана змінна, а і b – константи. 
	У разі розглядання систем диференціальних рівнянь число початкових умов може бути меньш, ніж число диференціальних рівнянь. Тоді в розв’язку системи будуть присутні довільні сталі С1, С2 і т.д. Остаточний результат розв’язання представляється у вигляді масиву записів. Якщо початкові умови не задані, розв’язок формується у загальному вигляді, який містить довільні сталі.


	Приклад 1. Знайти розв’язок лінійного неоднорідного диференціального рівняння , яке задовольняє початковому значенню . 


	Якщо порівняти вихідне рівняння  з рівнянням (2), легко встановити, що . Використовуємо вищеописану процедуру вирішення лінійного рівняння, тобто представлення шуканої функції у вигляді 

.
Знаходимо:

,
звідки

.

	З представлення (7) отримуємо, що . Продиференцюємо цей вираз та підставимо в вихідне рівняння:








Сумуємо ліві та праві частини функцій  і , що приводить до виразу: 

.


Це рівняння є рівнянням з відокремлювальними зміними: . Після множення обох частин рівняння на , отримаємо: 

.
Інтегруємо останнє рівняння:

.


Остаточно, після підстановки функції   в представлення , маємо:


			, або .

	Перший доданок в представленні шуканого розв’язку є загальним розв’язком однорідного лінійного рівняння , другий доданок – частковий розв’язок вихідного рівняння.



	Для знаходження часткового розв’язку вихідного диференціального рівняння , необхідно визначити значення довільної сталої за допомогою початкової умови :

				.

	Таким чином, частковий розв’язок вихідного диференціального рівняння при значенні сталої  має вигляд: 

.
	Для отримання загального розв’язку диференціального рівняння у системі MATLAB використовується команда dsolve:
>> r=dsolve('Dy+y=exp(x)','x')
r =
1/2*exp(x)+exp(–x)*C1

	У разі розв’язування задачі Коші, необхідно у вхідні параметри команди dsolve додати початкову умову :
>> r=dsolve('Dy+y=exp(x)','y(0)=1','x')
r =
1/2*exp(x)+1/2*exp(-x)
	Побудуємо інтегральну криву, що відповідає частковому розв’язку (див. мал. 13.1):
>> ezplot(r)
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Рис. 2.1 – Графік розв’язку задачі Коші для диференціального рівняння 



	Приклад 2. Розв’язати диференціальне рівняння  при початковій умові . 
	Рівняння прикладу представлене у так званій диференціальній формі, перепишемо його у вигляді:

.
Розв’яжемо отримане рівняння у загальному вигляді:
> r=dsolve('Dy(cos(t)y)/t=0')
r =
(sin(t)+C1)/t


Побудуємо інтегральну криву часткового розв’язку для визначених значень сталої ()і :
>> ezplot('(sin(t)+1)/t',[0 50])


	Тепер розвяжемо задачу Коші для диференціального рівняння  при початковій умові :
>> r=dsolve('Dy–(cos(t)–y)/t=0','y(0)=1')
r =
1/t*sin(t)
>> ezplot(r,[0 50])

	Змінимо початкові умови: . Відповідний розв’язок задачі Коші отримаємо завдякі використанню наступної команди:
>> r=dsolve('Dy–(cos(t)–y)/t=0','y(1)=0')
r =
(sin(t)–sin(1))/t
>> ezplot(r,[0 50]);grid on


	Приклад 3. Розв’язати диференціальне рівняння  при початковій умові .
	Дане диференціальне рівняння є диференційним рівнянням першого порядку з початковою умовою, що відповідає визначенню задачі Коші.

	Це нелінійне однорідне рівняння першого порядку. При цьому . Нагадаємо процедуру розв’язання однорідного диференціального рівняння першого порядку. Вводимо 


 .
Тоді вихідне рівняння прийме вигляд 



або .
	Вихідне диференціальне рівняння зводиться до рівняння з відокремлювальними змінними. Розділяємо змінні і одержуємо рівняння



Інтегруємо обидві частини рівності: 


.
	Загальний інтеграл рівняння представляється у вигляді:

.
Таким чином, загальний розв’язок вихідного рівняння отримує наступний вигляд: 


або в явній формі .

	Знайдемо довільну сталу, якщо початкова умова . Тоді:

.
Частковим розв’язком вихідного диференціального рівняння, що задовольняє початковій умові, є:


	Знайдемо розвязок вихідного рівняння у загальному вигляді за допомогою підсистеми Simbolic Math, для цього скористаємось командою dsolve:
>> r=dsolve('Dy+y^2/x^2=y/x','x')
r =
x/(log(x)+C1)
	Для розвязання задачі Коші треба застосувати команду:
>> r=dsolve('Dy+y^2/x^2=y/x','y(1)=2','x')
r =
x/(log(x)+1/2)
За допомогою команди ezplot побудуємо інтегральну криву, що є графіком розв’язку вихідного рівняння (див. рис. 2.2):
>> ezplot(r)
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Рис. 2.2 – Графік розв’язку диференціального рівняння , який задовольняє початковій умові 

Вправа 2. Використання команд групи ODE системи MATLAB для розв’язування звичайних диференціальних рівнянь та систем звичайних диференціальних рівнянь.


	Найбільш поширеними методами чисельного інтегрування звичайних диференціальних рівнянь є сімейство методів Рунге-Кутта [51]. Порядок їх точності визначається параметром , що входить у формулу залишкового члена. Найчастіше використовуються формули Рунге-Кутта 5-го порядку:

				



	Застосування більш складних неявних методів розв’язання диференціальних рівнянь, які визначаються необхідністю розв’язування так званих жорстких систем рівнянь, пов’язані з можливістю втрати точності в процесі чисельного розв’язку. Жорстка система звичайних диференціальних рівнянь — це система вигляду , де матриця  має великі власні значення. Складність в розвязку жорстких систем полягає в необхідності використання дуже маленького кроку за часом. Жорстку систему на вигляд розпізнати не завжди вдається, тим більше що властивість жорсткості може виявлятися або не виявлятися залежно від того, на якому інтервалі змінної  шукається розв’язок. На практиці зазвичай спочатку пробують вирішити задачу за допомогою простого явного методу, а коли виявляється, що отримане чисельне значення не задовольняє розв’язку системи рівнянь, застосовують складніший неявний метод.
	Бібліотека системи MATLAB включає декілька команд ODE, що реалізовують різні чисельні методи розв’язання задачі Коші для звичайних диференціальних рівнянь та систем рівнянь (ODE – ordinary differential equations) [20]. Синтаксично ці команди розрізняються лише іменами (точніше кажучи, алфавітно-цифровими добавками до символів ODE). Структура формування цих команд однакова. Ці команди створені на базі використання методів Рунге-Кутта різного порядку або інших спеціальних методів. Сукупність команд системи MATLAB отримала назву вирішувачів ЗДР [44]. Використовуються вирішувані ЗДР, які створені на основі наступних методів розв’язання систем диференціальних рівнянь:
· ode45 – вирішувач, що реалізує однокрокові явні методи Рунге-Кутта 4-го і 5-го порядку. Ці класичні методи рекомендуються для початкового пробного вирішення. У багатьох випадках вони дозволяють отримати задовільні результати чисельного розв’язання;
· ode23 – вирішувач, що реалізує однокрокові явні методи Рунге-Кутта 2-го і 4-го порядку. При помірній жорсткості системи ЗДУ і низьких вимогах до точності цей метод може дати виграш в швидкості розв’язання;
· ode113 – вирішував, який створений на основі багатокрокового методу Адамса-Башворта, який може забезпечити високу точність розв’язку;
· ode15s – вирішувач, що реалізує багатокроковий метод змінного порядку (від 1-го до 5-го, за умовчанням розглядається метод 5-го порядку), на основі використання формули чисельного диференціювання. Даний адаптивний метод варто застосовувати у випадку, якщо вирішувач ode45 не забезпечує задовільного розв’язку диференціального рівняння;
· ode23s – вирішувач, що реалізує однокроковий метод на основі використання модифікованої формули Розенброка 2-го порядку. Цей підхід забезпечує високу швидкість обчислення при низькій точності;
· ode23tb – вирішувач, що реалізує неявний метод Рунге-Кутта; у випадку проведення розврахунків приобмеженій точності цей метод може виявитися більш ефективним, ніж ode15s.
	 У описі звернення до команд групи ODE застосовуються такі позначення: ode**, де ** – будь-який з приведених вище алфавітно-цифрових суфіксів. Просте звернення до будь-якої функції ode** передбачає наступний вигляд: [tout,yout] = ode**(F,tspan,y0), в якому:
· F – вихідний параметр, що задає праві частини виходного диференціального рівняння (чинник, що вказує на обчислення правих частин диференціального рівняння);
· tspan – вихідний вектор, що містить "контрольні значення" незалежної змінної; можливий мінімальний варіант tspan=[to tfinal] (початкове і кінцеве значення незалежної змінної), але можуть бути задані і проміжні значення, тоді tspan=[to ti ... tfinal];
· y0 – вихідний параметр  початкове значення залежної змінної (скаляр або вектор-стовпець);
· tout – вектор-стовпець контрольних значень незалежної змінної; якщо використовується мінімальний варіант для tspan, видаються всі значення, які отримуються в процесі чисельного інтегрування; якщо tspan містить і інші значення окрім to і tfinal, то tout=tspan;
· yout – вихідний параметр  розв’язок, який представлений масивом, у якому кожен рядок відповідає одному елементу стовпця tout.



	Приклад 1. Розв’язати диференціальне рівняння  на інтервалі  при початковій умові . 
	Здійснення процесу розв’язання починається з визначення m-файлу, який описує праву частину заданого диференціального рівняння (зауважимо, що вихідне диференціальне рівняння повинно бути вирішено відносно старшої похідної), для визначення m-файлу формуємо команду:
function f =odu1(t,x)  
f=t*exp(–t);
	Потім застосовуємо звертання до вирішувача ЗДР ode**. Якщо використовувати команду без вказування шуканих параметрів (T, Y), то команда ode** виконується таким чином, що одразу будується графік (див. рис. 2.3), який визначається з вихідних значень:
>> ode45 ('odu1', [0, 0.5], 1)
[image: ]


Рис. 2.3 – Графік розв’язку диференціального рівняння 

	Якщо при використанні вирішувача ЗДР ode** та вказати в лівій частині командного рядка масив виходних значень [T,Y], то після обчислення з’являються чисельні значення розв’язку диференціального рівняння:
>> [T,Y]=ode45 ('odu1', [0, 0.5], 1)
>> T
  Columns 1 through 7 
         0    0.0125    0.0250    0.0375    0.0500    0.0625    0.0750
  Columns 8 through 14 
    0.0875    0.1000    0.1125    0.1250    0.1375    0.1500    0.1625
  Columns 15 through 21 
    0.1750    0.1875    0.2000    0.2125    0.2250    0.2375    0.2500
  Columns 22 through 28 
    0.2625    0.2750    0.2875    0.3000    0.3125    0.3250    0.3375
  Columns 29 through 35 
    0.3500    0.3625    0.3750    0.3875    0.4000    0.4125    0.4250
  Columns 36 through 41 
    0.4375    0.4500    0.4625    0.4750    0.4875    0.5000
>> Y
  Columns 1 through 7 
    1.0000    1.0001    1.0003    1.0007    1.0012    1.0019    1.0027
  Columns 8 through 14 
    1.0036    1.0047    1.0059    1.0072    1.0086    1.0102    1.0119
  Columns 15 through 21 
    1.0136    1.0155    1.0175    1.0196    1.0218    1.0241    1.0265
  Columns 22 through 28 
    1.0290    1.0315    1.0342    1.0369    1.0398    1.0427    1.0456
  Columns 29 through 35 
    1.0487    1.0518    1.0550    1.0582    1.0616    1.0649    1.0684
  Columns 36 through 41 
    1.0719    1.0754    1.0791    1.0827    1.0864    1.0902



	Приклад 2. Розв’язати задачу Коші для нелінійного рівняння  на відрізку  при початковій умові . Відобразити розв’зок у графічному вікні. 
	Створюємо спочатку m-файл, який описує праву частину заданого диференціального рівняння:
function f =odu3(t,y)  
f=sin(t)–cos(y);  
	Використовуємо вирішувач ЗДР ode45:
>> ode45 ('odu3', [0, 1], 1)
	Рекомендуємо проаналізувати графік отриманого розв’язку вихідної задачі. 



	Приклад 3. Побудувати сімейство інтегральних кривих диференціального рівняння  на інтервалі  з кроком  та різними послідовно заданими початковими умовами: 


.
	Створюємо m-файл, який описує праву частину заданого диференціального рівняння:
function f =odu4(t,y)  
f=t.^2.*y.^3.*sin(t+y).^3;  
	Задамо операції для побудови сімейства інтегральних кривих, що відповідають даним початковим умовам:
>> tspan=0:0.25:3;y0=0:0.5:3;
>> ode45('odu4',tspan,y0);grid on



	Приклад 4. Розв’язати диференціальне рівняння  на інтервалі  при початковій умові  з використанням різних вирішувачів ЗДР. Проаналізувати отримані графічні результати. 
	Здійснення розв’язку починається з визначення m-файлу, який описує задане диференціальне рівняння:
function f =odupr(t,x)  
f=–cos(1/t)/t^2;
Використовуємо вирішувачі ЗДР ode** та здійснимо аналіз отриманих результатів:
>> ode45('odupr', [0.001, 1], sin(100))
	Шуканий результат отримується у вигляді графіка, зображеного на рис. 2.4:

[image: ]

Рис. 2.4 – Графік розв’язку диференціального рівняння 

	Змінюємо масштаб графічного вікна за допомогою команди axis та використовуємо для розв’язання вихідного диференційного рівняння за допомогою вирішувачів ode23, ode23s , ode23t , ode23tb:
>> axis([0.0051 0.0054 -3 0]); hold on
>> ode23('odupr', [0.001, 1], sin(100))
>> ode23s('odupr', [0.001, 1], sin(100))
>> ode23tb('odupr', [0.001, 1], sin(100))
Результати розв’язання (інтегральні криви) представлені на мал. 13.5.

[image: ]


Рис. 2.5 – Графік розв’язку диференціального рівняння  з використанням різних вирішувачів ЗДР

	Більш поширена форма звертання до команди ode** має вигляд:
		[tout,yout]=ode***(F,tspan,y0,OPTIONS,PARAMS),
де OPTIONS – вхідний параметр, який містить додаткову інформацію, що виникає в процесі розв’язання диференціального рівняння, PARAMS – вхідний параметр, в якому поміщаються необхідні данні (перемикачі) для функціонування системи интегрування [44]. 
	За допомогою параметру OPTIONS можуть бути визначені абсолютна (AbsTol) та відносна (RelTol) похібки, максимальний шаг інтергування (MaxStep), коефіцієнт уточнення (Refine), що дозволяє збільшувати число виведених точок. Початкове значення крока інтегрування (InitialStep), тощо. 	Якщо не вказувати у вихідних аргументах параметр OPTIONS, то величини, які до нього входять, будут задаватися в режимі за замовчуванням. Наприклад, значення відносної похібки RelTol буде дорівнювати  величині 1e-3, а значення абсолютної похібки AbsTol – 1e-6.
	За допомогою PARAMS можна встановити такі данні:
· виведення статистики обчислювальних затрат (Stats), 
· оцінку похибки по нормі розв’язку (NormControl), 
· наявність матриці Якобі (Jacobian), яка встановлюється перемикачем on/off і т.д..



	Приклад 5. Розв’язати диференційне рівняння  на проміжку  з початковою умовою . Попередньо задати величини відносної та абсолютної похібок: RelTol =1е-4, AbsTol=1е-7.
	Спочатку сформуємо m-файл, який описує задане диференціальне рівняння:
function f =odupr1(t,x)  
f=30–5*x;  
	Формуємо
 параметри відносної та абсолютної похібок. Для цього використуємо команду odeset. Команда-рядок набуває вигляд: OPTIONS=odeset('name1',val1,'name2',val2,...). В цьому випадку іменам name1, name2, … будут присвоюватися значення відповідних параметрів val1, val2, …. 
	Задамо відповідні значення відносної та абсолютної похибок:
>> OPTIONS=odeset('RELTOL', 1e-4,'ABSTOL',1e-7)
OPTIONS = 
              AbsTol: 1.0000e-007
                 BDF: []
              Events: []
         InitialStep: []
            Jacobian: []
             MaxStep: []
         NormControl: []
           OutputFcn: []
           OutputSel: []
              Refine: []
              RelTol: 1.0000e-004
               Stats: []
          Vectorized: []
    MStateDependence: []
           MvPattern: []
        InitialSlope: []
Зауважимо, що останні параметрі, як видно з лістінгу програми, також указуються, але з пустими полями ([]).

	Знайдемо розв’язок дифереціального рівняння  на основі використання параметру OPTIONS та без нього. Рекомендуємо проаналізувати отримані результати. Послідовність команд для розв’язання ЗДР має наступний вигляд:
>> ode45('odupr1', [0, 10], 1,OPTIONS)
>> axis([5 6 5.9995 6.0005])
>> hold on; ode45('odupr1', [0, 10], 1)
>> axis([5 6 5.997 6.0025])

Практичні завдання 

Виконати наступні завдання :

Завдання 1. Знайти загальний розв’язок диференціального рівняння за допомогою команд з підпакету Simbolic Math системи MATLAB та побудувати графік роз’язку з урахуванням, що довільна стала дорівнює одиниці (див. табл. 2.1)

	Таблиця 2.1 – Варіанти до завдання №1
	№
п/п
	Рівняння
	№
п/п
	Рівняння

	1
	

	8
	


	2
	

	9
	


	3
	

	10
	


	4
	

	11
	


	5
	

	12
	


	6
	

	13
	


	7
	

	14
	




Завдання 2. Для заданого лінійного диференціального рівняння першого порядку


виконати наступні дії:
· 
розв’язати задачу Коші та побудувати сімейство інтегральних кривих при різних функціях  (варіанти завдань приведені у табл. 2.2);
· отримати розв’язок одного з вариантів рівняння за допомогою вирішувачів ЗДР ode23, ode23s , ode23t , ode23tb та проаналізувати отримані результати.
	Таблиця 13.2 – Варіанти до завдання №2
	№ п/п
	

	
Варіанти функції 
	Початкові умови

	
	
	

	

	

	

	

	

	

	


	1
	

	

	

	

	1
	2
	3
	4
	5

	
	

	

	

	

	-3
	-2
	-1
	0
	1

	2
	

	

	

	

	0
	0.5
	1
	1.5
	2

	
	-2
	

	

	

	1
	0
	-0.5
	-1
	-1.5

	3
	

	

	

	

	1
	2
	3
	4
	5

	
	-5
	

	

	

	-3
	-2
	-1
	0
	1

	4
	1
	

	

	

	0
	0.5
	1
	1.5
	2

	
	

	

	

	

	1
	0
	-0.5
	-1
	-1.5

	5
	

	

	

	

	1
	2
	3
	4
	5

	
	3
	

	

	

	-3
	-2
	-1
	0
	1

	6
	2
	

	

	

	0
	0.5
	1
	1.5
	2

	
	

	

	

	

	1
	0
	-0.5
	-1
	-1.5

	7
	

	

	

	

	1
	2
	3
	4
	5

	
	-6
	

	

	

	-3
	-2
	-1
	0
	1

	8
	

	

	

	

	0
	0.5
	1
	1.5
	2

	
	-7
	

	

	

	1
	0
	-0.5
	-1
	-1.5

	9
	

	

	

	

	1
	2
	3
	4
	5

	
	

	

	

	

	-3
	-2
	-1
	0
	1

	10
	

	

	

	

	0
	0.5
	1
	1.5
	2

	
	-4
	

	

	

	1
	0
	-0.5
	-1
	-1.5

	11
	

	

	

	

	1
	2
	3
	4
	5

	
	

	

	

	

	-3
	-2
	-1
	0
	1

	12
	

	

	

	

	0
	0.5
	1
	1.5
	2

	
	-5
	

	

	

	1
	0
	-0.5
	-1
	-1.5

	13
	

	

	

	

	1
	2
	3
	4
	5

	
	

	

	

	

	-3
	-2
	-1
	0
	1

	14
	

	

	

	

	0
	0.5
	1
	1.5
	2

	
	6
	

	

	

	0
	-0.5
	-1
	-1.5
	0



Контрольні питання

1. Дати визначення звичайного диференціального рівняння першого порядку.
1. На які групи розподіляються звичайні диференціальні рівняння?
1. За допомогою яких команд у системі MATLAB можна знайти загальний розв’язок звичайного диференціального рівняння?
1. Визначте етапи знаходження розв’язку задачі Коші за допомогою команд підсистеми Simbolic Math.
1. Що таке інтегральна крива? Як виконати побудову інтегральної кривої засобами системи MATLAB?
1. Назвіть один з найбільш поширених методів чисельного інтегрування звичайних диференціальних рівнянь. Які методи розв’язання диференціальних рівнянь частіше застосовуються у системі MATLAB?
1. Розкрийте запис: [tout,yout] = ode***(F,tspan,y0).


Практична робота № 3.

Тема. Розв’язання звичайних диференціальних рівнянь вищих порядків.

Мета роботи: навчитись вирішувати диференціальні рівняння у символьному вигляді за допомогою підпакету Simbolic Math системи MATLAB; ознайомитись з використанням вирішувачив звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР) та можливостями представлення розв’язків у графічному вигляді.

Теоретичний мінімум

	Рівняння

								(1)






називається звичайним диференціальним рівнянням -го порядку, де  – незалежна змінна,  – шукана функція. Функція , яка являється визначеною та диференційованою на відрізку , називається розв’язком диференціального рівняння -го порядку, якщо вона перетворює рівняння (1) в тотожність [51].



	Задача Коші у випадку диференційного рівняння -го порядку ставиться таким чином: знайти такий розв’язок диференціального рівняння, щоб він та його похідні, включно до порядку () при фіксованому значенні аргументу , приймали задані значення. Іншими словами, розв’язок повинен задовольняти умовам, які називаються початковими умовами:

,

де  – задані значення.

	Розв’язок рівняння (1) включає до себе  довільних сталих та може бути представлений у вигляді:

				.

Вправа 1. Розв’язання звичайних диференціальних рівнянь вищого порядку за схемою зниження порядку.

	Диференціальне рівняння

											(1.1)

вирішується шляхом  – кратного інтегрування. Диференціальне рівняння

				,				(1.2)


що не містить шуканої функції  та похідних , розв’язується за допомогою підстановки

					,						(1.3)

де  – найменша за порядком похідна. Тоді вихідне диференціальне рівняння зводиться до диференціального рівняння

				,			(1.4)

порядок якого дорівнює .
	Диференціальне рівняння 

							(1.5)

що не містить незалежної змінної, також допускає реалізацію процедури зниження порядку за допомогою підстановки .


	Приклад 1. Розв’язати рівняння  при початкових умовах  та побудувати інтегральну криву.




	Рівняння вигляду (1.1), у лівій частині якого знаходиться третя похідна шуканої функції, в правій – функція тільки від , похідну третього порядку можемо представити у вигляді , тоді  або . Після інтегрування маємо:

			.

Подібним чином виписуємо представлення  для другої похідної, тобто . Тоді:


			 або .
Після інтегрування отримуємо:

				 або

					.

Інтегрування цього рівняння дозволяє знайти загальний розв’язок вихідного диференціального рівняння :

			


Для знаходження довільних сталих  при заданих початкових умовах  випишемо дві перші похідні загального розв’язку:



		, , 


та підставимо у рівняння відповідні початкові умови. Із одержаної системи  рівнянь знаходимо відповідні сталі: 

	Таким чином, частковий розв’язок вихідного рівняння  має вигляд:

				

	Розв’язання диференціального рівняння  у середовищі системи MATLAB за допомогою підсистеми Simbolic Math виконується командою dsolve [44]:
>> dsolve('D3y=2*x','x')
ans =
1/12*x^4+1/2*C1*x^2+C2*x+C3
Для розв’язку задачі Коші (диференціального рівняння з заданими початковими умовами) використовуємо наступну структуру звернення до команди dsolve:
>> dsolve('D3y=2*x','D2y(0)=1','Dy(0)=1','y(0)=1','x')
ans =
1/12*x^4+1/2*x^2+x+1
	Зауважимо, що вихідне диференційне рівняння третього порядку може бути приведено до системи диференціальних рівнянь першого порядку, якщо ввести нові змінні:

					
	Розглянемо цю систему диференціальних рівнянь першого порядку. Розв’язання диференціального рівняння відбувається на основі використання наближеного методу і передбачає завдання інформації про задачу Коші (тобто задати диференційне рівняння і початкові умови), а також визначення інтервалу, в якому буде представлений результат розв’язання. 
	Зауважимо, що при розв’язанні диференціальних рівнянь за замовчуванням внутрішньою змінною у системі MATLAB вважається змінна t.




	Створюємо m–файл з метою опису правих частин диференціальних рівнянь системи диференціальних рівнянь першого порядку. Спочатку формуємо нульовий вектор DR. Вектор DR буде складатися з компонентів . Введемо позначення, завдяки яким похідна  буде відповідати елементу y(1), похідна  буде відповідати елементу y(2), похідна  буде відповідати елементу y(3). Ці елементи будуть складати праві частини системи рівнянь у m-файлу, який формується відповідним чином за допомогою наступних команд:
function DR=prur1(t,y)
DR=zeros(3,1);
DR(1)=y(2);
DR(2)=y(3);
DR(3)=2*t;
	Задамо початкові умови y0 (вектор початкових умов), інтервал (tspan), в якому буде представлений результат, і відшукуємо розв’язок вихідного диференціального рівняння:
>> y0=[1 1 1];tspan=[0 10];
>> [t,y]=ode45('prur1',tspan,y0);
	Графік розв’язку (інтегральна крива) будується після застосування наступних команд (див. рис. 3.1):
>> plot(t,y(:,1));grid on
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Рис. 3.1 – Графік розв’язку диференціального рівняння на відрізку 



	Приклад 2. Розв’язати рівняння  при початкових умовах та побудувати інтегральну криву. 



	Це диференціальне рівняння вигляду (1.2), для якого , . Приймаючи нижчу похідну  за нову невідому функцію, здійснимо підстановку (1.3):

						,
Тоді вихідне диференціальне рівняння можна записати у вигляді:



	І представити його у вигляді диференціального рівняння першого порядку відносно :

				.
Після розподілу змінних отримуємо:

.
Інтегрування рівняння дає:

						.

Цей вираз, так як , представляє собою диференціальне рівняння типу (1.1). Послідовне потрійне інтегрування приводить до наступного результату:

				;

				;

			.
Можна шуканий розв’язок записати у вигляді:

				,
Якщо ввести нові позначення для сталих:


				, .
	В результаті підстановки початкових умов у відповідні рівняння, отримуємо:



	  .
При розв’язуванні вказаної системи знаходимо значення довільних сталих:

.

Таким чином частковий розв’язок вихідного рівняння  має вигляд:

				
	Знайдемо розв’язок вихідного рівняння в середовищі системи MATLAB за допомогою підсистеми Simbolic Math:
>> dsolve('D4y*t+D3y=0')
ans =
C1+C2*t+C3*t^2+C4*t^2*log(t)


	Розв’язуємо задачу Коші для диференціального рівняння  при заданої послідовності початкових умов: :
>> dsolve('D4y*t+D3y=0','D3y(1)=1','D2y(1)=1',…
'Dy(1)=1','y(1)=1')
ans =
1/4+t–1/4*t^2+1/2*t^2*log(t)
	Рекомендуємо порівняти розв’язки задачі, які отримані аналітичним методом та за допомогою засобів підсистеми Simbolic Math системи MATLAB.
	Зауважимо, що вихідне диференційне рівняння четвертого порядку може бути представлене у вигляді системи диференціальних рівнянь першого порядку, якщо ввести нові змінні:

					.
	Для розв’язання цих рівнянь можна використати наближений метод. Для цього необхідно задати інформацію про вихідну задачу Коші (тобто задати диференційне рівняння і початкові умови), а також визначити інтервал, в якому буде представлений результат розв’язання.
	Зауважимо, що за замовчуванням внутрішньою змінною у системі MATLAB вважається змінна t.

	Створюємо m–файл з метою опису правих частин диференціальних рівнянь системи диференціальних рівнянь першого порядку. В правій частині одного з наведених рівнянь системи з’являється вираз . Для уникнення ділення на 0, що може привести до зупинки виконання алгоритму розв’язання, додаємо до змінної t відносно малу величину 0,0000001 (розраховуємо на те, що така зміна не буде впливати на результат чисельного розв’язку). 





	Спочатку сформуємо нульовий вектор DR. При цьому вектор DR складається з компонентів , а y(1), y(2), y(3), y(4) утворюють праві частини системи рівнянь у m-файлу. Визначимо, що змінна  буде відповідати елементу y(1), похідна  буде відповідати елементу y(2), похідна  буде відповідати елементу y(3), а похідна  буде відповідати елементу y(4). Таким чином, для формування m-файлу використовуємо наступні операції:
function DR =prur2(t,y)
DR =zeros(4,1);
DR (1)=y(2);
DR (2)=y(3);
DR (3)=y(4);
DR (4)= –y(4)./(t+.0000001);
	Задаємо початкові умови y0 (вектор початкових умов) та інтервал (tspan), в якому буде представлений результат, і за допомогою вирішувача формуємо команду розв’язання вихідного диференціального рівняння:
>> y0=[1 1 1 1];
>> tspan=[0 20];
>> [t,y]=ode45('prur2',tspan,y0);
>> plot(t,y(:,1));grid on

Вправа 2. Розв’язання лінійних диференціальних однорідних рівнянь вищих порядків з сталими коефіцієнтами.

Диференціальне рівняння 

 			, 		(2.1)


де  – сталі величини, називається лінійним однорідним рівнянням -го порядку з постійними коефіцієнтами.
	Загальний розв’язок рівняння (2.1) представляється у вигляді:

				,			(2.2)

де  – його лінійно незалежні часткові розв’язки, які знаходяться в результаті розв’язання так званого характеристичного рівняння [23]

			.			(2.3)


	Якщо характеристичне рівняння має  дійсних різних коренів , то кожному з них відповідає частковий розв’язок

					,						(2.4)
а загальний розв’язок рівняння (2.1) набуває вигляду

				.			(2.5)




	Якщо рівняння (2.3) має  дійсних рівних коренів  (тобто, корінь  має кратність ), то часткові розв’язки мають вигляд:

				 		(2.6)

	У випадку комплексно зв'язаних коренів  відповідні часткові розв’язки записуються у формі: 

				.				(2.7)
	Комплексно зв'язаним кореням скінченої кратності відповідають наступні часткові розв’язки:

			(2.8)

	Приклад 1. Розв’язати рівняння .



	Для даного рівняння зі сталими коефіцієнтами складаємо характеристичне рівняння (при цьому потрібно зберегти відповідні коефіцієнти характеристичного рівняння: замість  поставити 1, замість похідної -того порядку поставити степеневу функцію ):

.
Перепишемо ліву частину у вигляді:

,
тоді отримуємо:

,
звідки 

					.
Відповідно до представлення (2.5) отримуємо загальний розв’язок у вигляді:

				.

	Знайдемо частковий розв’язок вихідного диференціального рівняння при заданих початковтх умовах . Шляхом підстановки величин початкових умов у відповідні рівняння отримуємо відповідну систему рівнянь, з якої визначаються величини сталих:



  .
	Таким чином, частковий розв’язок вихідного рівняння має вигляд 


або, після спрощення даного представлення, отримуємо, що:

.
	Для знаходження розв’язку вихідного рівняння у середовищі системи MATLAB за допомогою підсистеми Simbolic Math використовуємо команду dsolve:
>> dsolve('D3y–2*D2y–Dy+2*y=0')
ans =
C1*exp(t)+C2*exp(2*t)+C3*exp(–t)
Розв’язання задачі Коші з заданими початковими умовами виконується за допомогою розширеної структури команди dsolve:
>> dsolve('D3y–2*D2y–Dy+2*y=0','D2y(0)=1','Dy(0)=1','y(0)=1','x')
ans =
exp(x)
	Зауважимо, що вихідне диференційне рівняння третього порядку може бути зведене до системи диференціальних рівнянь першого порядку, якщо ввести нові змінні:

					.
	Ці рівняння можна розв’язати на основі використання наближеного методу. Для цього необхідно задати інформацію про задачу Коші (тобто задати диференційне рівняння і початкові умови), а також визначити інтервал, в якому буде представлений результат розв’язання.
	Зауважимо, що за замовчуванням внутрішньою змінною у системі MATLAB вважається змінна t.




	Створюємо m–файл з метою опису правих частин диференціальних рівнянь системи диференціальних рівнянь першого порядку. Спочатку формуємо нульовий вектор DR. При цьому вектор DR складається з компонентів , а елементи y(1), y(2), y(3) утворюють праві частини системи рівнянь у m-файлу. Визначимо, що змінна  буде відповідати елементу y(1), похідна  буде відповідати елементу y(2), похідна  буде відповідати елементу y(3). Таким чином, m-файл записується за допомогою наступних команд:
function DR =prur4(t,y);
DR =zeros(3,1);
DR (1)=y(2);
DR (2)=y(3);
DR (3)=2*y(3)+y(2)–2*y(1);
	Задаємо початкові умови y0 (вектор початкових умов) та інтервал (tspan), в якому буде представлений результат, і відшукуємо розв’язок за допомогою вирішувача ЗДР та формуємо команду для побудови графіку (інтегральної кривої) розв’язку:
>> y0=[1 1 1 ];
>> tspan=[0 20];
>> [t,y]=ode45('prur4',tspan,y0);
>> plot(t,y)


	Приклад 2. Розв’язати рівняння  при початкових умовах . 
	Складаємо характеристичне рівняння 

				,


один з коренів якого  можна знайти методом проб. Після виділення множника  з лівої частини вихідного характеристичного рівняння, отримуємо:

				,

					.



Легко знаходяться ще два корені характеристичного рівняння: . Таким чином, характеристичне рівняння має один простий (однократний ) корінь і двократний корінь .
	Відповідно до формул (2.6) і (2.2) отримуємо загальне рішення

				.

Знайдемо частковий розв’язок вихідного диференціального рівняння при заданих початковтх умовах . Після підстановки величин початкових умов у відповідні рівняння отримуємо систему рівнянь, з якої находяться довільні сталі:



  .
	Шуканий частковий розв’язок вихідного диференціального рівняння має вигляд:

.
	Для знаходження розв’язку вихідного рівняння за допомогою підсистеми Simbolic Math у середовищі MATLAB застосовуємо команду dsolve:
>> dsolve('D3y7*D2y+15*Dy9*y=0','x')
ans =
C1*exp(x)+C2*exp(3*x)+C3*exp(3*x)*x
Розв’язання задачі Коші (диференціального рівняння з відомими початковими умовами) передбачає використання розширеної структури команди dsolve (графік розв’язку див. на мал. 14.2):
>> dsolve('D3y7*D2y+15*Dy9*y=0',…
'y(0)=2','Dy(0)=1/2','D2y(0)=0','x')
ans =
15/4*exp(x)–7/4*exp(3*x)+2*exp(3*x)*x
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Рис.3.2 – Графік розв’язку диференціального рівняння  

на відрізку 
	Очевидно, результат співпадає з точністю до назви змінною з попередньо отриманим розв’язком. 
	Зауважимо, що вихідне диференційне рівняння третього порядку може бути зведено до системи диференціальних рівнянь першого порядку, якщо ввести нові змінні:

.
	Ці рівняння системи можна розв’язати на основі використання наближеного методу. Для цього необхідно задати інформацію про задачу Коші (тобто задати диференційне рівняння і початкові умови), а також визначити інтервал, в якому буде представлений результат.
	Зауважимо, що за замовчуванням внутрішньою змінною у системі MATLAB вважається змінна t.




	Створюємо m–файл з метою опису правих частин диференціальних рівнянь системи диференціальних рівнянь першого порядку. Спочатку формуємо нульовий вектор DR. При цьому вектор DR складається з компонентів , а елементи y(1), y(2), y(3) утворюють праві частини системи рівнянь у m-файлу. Визначимо, що змінна  буде відповідати елементу y(1), похідна  буде відповідати елементу y(2), похідна  буде відповідати елементу y(3). Таким чином, m-файл формується в результаті застосування наступних команд:
function DR=prur5(t,y);
DR =zeros(3,1);
DR (1)=y(2);
DR (2)=y(3);
DR (3)=7*y(3)–15*y(2)+9*y(1);
	Задамо інтервал інтегрування, початкові умови і розв’язку:
>> y0=[2 0.5 0];
>> tspan=[0 10];
>> [t,y]=ode45('prur5',tspan,y0);
>> plot(t,y)

Вправа 3. Розв’язування лінійних диференціальних неоднорідних рівнянь зі сталими коефіцієнтами.

Диференціальне рівняння 

				(3.1)
називається лінійним неоднорідним рівнянням зі сталими коефіцієнтами

					.

Якщо , то рівняння (3.1) стає однорідним:

			.		(3.2)
Загальний розв’язок рівняння (3.1) визначається формулою

					,						(3.3)


де  –  загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння (3.2), а  – частковий розв’язок даного неоднорідного рівняння.

	Нагадаємо, що у простих випадках частковий розв’язок, якщо  не є коренем характеристичного рівняння відповідного рівнянню (3.2), може бути знайдений за допомогою методу невизначених коефіцієнтів. 
	У випадку, коли права частина рівняння (3.1)

					,					(3.4)


де  – многочлен –ої степені, то частковий розв’язок, відшукують у вигляді:

					,					(3.5)




де  – многочлен тієї ж степені, що і многочлен , але  з невизначеними коефіцієнтами, і у випадку, коли  має кратність , у вигляді:

					.					(3.6)







	Зокрема, при , . Якщо  не є коренем характеристичного рівняння, то існує частковий розв’язок , якщо  – корінь характеристичного рівняння кратності , то .
	У випадку, коли

			 			(3.7)




де  і  – многочлени, найбільша степень яких , то частковий розв’язок, коли  не є коренем характеристичного рівняння, відшукують у вигляді:

			. 				(3.8)


і, якщо  є коренем характеристичного рівняння кратності ,  у вигляді

			 			(3.9)



де  і  –  многочлени степені ,.
	У випадку, коли

			 					(3.10)



де, , ,  – функції вигляду (3.4) і (3.7), то існує частковий  розв’язок

				 						(3.11)

Де відповідні розв’язкі  визначаться згідно вказаним вище правилам.
	У загальному випадку частковий розв’язок рівняння (3.1) може бути знайдений за допомогою методу варіації довільних сталих (методу Лагранжа). Передбачимо, що 

				
є загальним розв’язком однорідного рівняння (3.2). Тоді загальний розв’язок неоднорідного рівняння (3.1) можна відшукати

			 			(3.12)

Шукані функції  знаходять з системи рівнянь:

					(3.13)


	Приклад 1. Розв’язати рівняння . Знайти розв’язок, який задовольняє початковим умовам: .


	Це лінійне неоднорідне рівняння третього порядку з постійними коефіцієнтами, права частина якого є функція вигляду (3.4), де  тобто .
	Знаходимо спочатку загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння 

					.



	Оскільки характеристичне рівняння  має корені ,, то загальний розв’язок однорідного рівняння визначається формулою

.
	Відповідно до формули (3.5) частковий розв’язок вихідного рівняння відшукаємо у вигляді 

,

Виписуємо похідні від функції :

.



	Після підстановки виразів для  і  в вихідне рівняння і скорочення на , отримаємо тотожність

,

звідки .
Таким чином, загальний розв’язок даного рівняння отримує вигляд

.

	Після підстановки величин початкових умов  у відповідні рівняння отримуємо систему рівнянь, з якої находяться величини сталих:



  .
	Ясно, що шуканий частковий розв’язок вихідного диференціального рівняння має вигляд:


	Для знаходження розв’язку вихідного рівняння за допомогою підсистеми Simbolic Math у середовищі MATLAB застосовуємо команду dsolve:
>> dsolve('D3y+Dy=exp(x)','x')
ans =
1/2*exp(x)+C1+C2*sin(x)+C3*cos(x)
Розв’язання задачі Коші (диференціального рівняння з відомими початковими умовами) передбачає використання розширеної структури команди dsolve:
>> dsolve('D3y+Dy=exp(x)','D2y(0)=0','Dy(0)=0','y(0)=0','x')
ans =
1/2*exp(x)11/2*sin(x)+1/2*cos(x)
	Неважко переконатись, що результат співпадає з точністю до назви змінною з попередньо отриманим розв’язком. 
	Зауважимо, що вихідне диференційне рівняння третього порядку може бути зведено до системи диференціальних рівнянь першого порядку, якщо ввести нові змінні:

.
	Розв’язуємо рівняння на основі використання наближеного методу і побудуємо графік результату (інтегральну криву). Для цього необхідно задати інформацію про задачу Коші (тобто задати диференційне рівняння і початкові умови), а також визначити інтервал, в якому буде представлений результат.
	Зауважимо, що за замовчуванням внутрішньою змінною у системі MATLAB вважається змінна t.




	Створюємо m–файл з метою опису правих частин диференціальних рівнянь системи диференціальних рівнянь першого порядку. Спочатку формуємо нульовий вектор DR. При цьому вектор DR складається з компонентів , а елементи y(1), y(2), y(3) утворюють праві частини системи рівнянь у m-файлу. Визначимо, що змінна  буде відповідати елементу y(1), похідна  буде відповідати елементу y(2), похідна  буде відповідати елементу y(3). Таким чином, m-файл формується в результаті застосування наступних команд:
function DR=prur9(t,y);
DR=zeros(3,1);
DR(1)=y(2);
DR(2)=y(3);
DR(3)=y(1)+(exp(2*t))*(t.^2+t+1);
	Задамо інтервал інтегрування, початкові умови і проводимо пошук розв’язку:

>> y0=[0 0 0];
>> tspan=[–4 4];
>> [t,y]=ode45('prur9',tspan,y0);
>> plot(t,y(:,1))

	Приклад 2. Розв’язати рівняння . 


	Права частина рівняння є функція вигляду (3.4), для якої , . 	Характеристичне рівняння


					 або 


має корені , тому загальний розв’язок однорідного рівняння  визначається формулою

					.

Оскільки число  є простим коренем характеристичного рівняння, то частковий розв’язок відшукується у вигляді

				
або

				.

Знаходимо перші похідні функції  

				;

				;

				.

Після підстановки виразів для  в вихідне рівняння, отримаємо тотожність

			,
звідки

			,
тобто

				
Таким чином

					,

			

	Підстановки величин початкових умов  у відповідні рівняння дозволяють отримати систему рівнянь, з якої знаходяться величини сталих:



  .
	Таким чином, шуканий частковий розв’язок вихідного диференціального рівняння має вигляд:


	Для знаходження розв’язку вихідного рівняння за допомогою підсистеми Simbolic Math у середовищі MATLAB використовуємо команду dsolve:
>> dsolve('D3y+Dy=x^4','x')
ans =
1/5*x^5–4*x^3+24*x+C1+C2*sin(x)+C3*cos(x)
Розв’язання задачі Коші (диференціального рівняння з відомими початковими умовами) передбачає використання розширеної структури команди dsolve:
> dsolve('D3y+Dy=x^4','D2y(0)=0','Dy(0)=0','y(0)=0','x')
ans =
1/5*x^5–4*x^3+24*x–24*sin(x)
	Переконайтеся, що результат співпадає з точністю до назви змінною з попередньо отриманим розв’язком. 
	Зауважимо, що вихідне диференційне рівняння третього порядку може бути зведено до системи диференціальних рівнянь першого порядку, якщо ввести нові змінні:

.
	Ці рівняння розв’язуємо на основі використання наближеного методу. Для цього необхідно задати інформацію про задачу Коші (тобто задати диференційне рівняння і початкові умови), а також визначити інтервал, в якому буде представлений результат.
	Зауважимо, що за замовчуванням внутрішньою змінною у системі MATLAB вважається змінна t.




	Створюємо m–файл з метою опису правих частин диференціальних рівнянь системи диференціальних рівнянь першого порядку. Спочатку формуємо нульовий вектор DR. При цьому вектор DR складається з компонентів , а елементи y(1), y(2), y(3) утворюють праві частини системи рівнянь у m-файлу. Визначимо, що змінна  буде відповідати елементу y(1), похідна  буде відповідати елементу y(2), похідна  буде відповідати елементу y(3). Таким чином, m-файл формується в результаті застосування наступних команд:
function DR=prur10(t,y);
DR=zeros(3,1);
DR(1)=y(2);
DR(2)=y(3);
DR(3)=–y(2)+(t.^4);
	Задамо інтервал інтегрування, початкові умови і здійснемо пошук рішення на основі наступних команд:
>> y0=[0 0 0]; tspan=[–4 4];
>> [t,y]=ode45('prur10',tspan,y0); plot(t,y(:,1))
	Як відомо, за допомогою диференціальних рівнянь описуються різні фізичні процеси. Розглянемо, наприклад, рух материальної точки.




	Приклад 5. Розв’язати диференціальне рівння , яке описує рух матеріальної точки у гравітаційному полі Землі (константа ). Початкові значення: початкова координата , початкова швидкість .


	Позначимо , , що дозволяє замінити вихідне диференціальне рівняння системою:

					.
	Сформуємо вектор початкових значень:
>> y0=[0;10];
і вектор значень аргументу, в яких буде визначатись розв’язок задачі:
>> tspan=0:.2:2;
	Функцію обчислення правих частин системи рівнянь можна записати у вигляди m-файлу. M-файл буде складатися з допоміжної нульової матриці, елементи якої складаються з виразів правих частин вихідної системи:
function U=difs1(t,y)
U=zeros(2,1);
U(1)= y(2);
U(2)= –9.8;
	Для виконання чисельного розв’язання системи рівнянь звертаємось до вирішувача ЗДР ode45:
>> [t,y]=ode45('difs1',tspan,y0)
t =
         0
    0.2000
    0.4000
    0.6000
    0.8000
    1.0000
    1.2000
    1.4000
    1.6000
    1.8000
    2.0000
y =
         0      10.0000
    1.8040    8.0400
    3.2160    6.0800
    4.2360    4.1200
    4.8640    2.1600
    5.1000    0.2000
    4.9440   –1.7600
    4.3960   –3.7200
    3.4560   –5.6800
    2.1240   –7.6400



	Для отримання графіків розв’язків  та  (див. мал. 14.3) вихідного диференціального рівняння  слід використати вирішував ЗДР ode45 у наступному вигляді:
>> ode45('difs1',[0 2],[0 10]); grid

[image: ]


Рис. 3.3 – Графік розв’язку диференціального рівняння 



	Зауважимо, що зеленим маркером позначен графік , а синім маркером визначається зміна швидкості за часом .

Практичні завдання 

Виконати наступні завдання :

Завдання 1. Надано лінійне неоднорідне диференційне рівняння


Розв’язати задачу Коши та побудувати інтегральну криву засобами підсистеми Simbolic Math та за допомогою вирішувачів диференційних рівнянь ode**( варіанти завдань приведені у табл. 3.1).





	Таблиця 3.1 – Варіанти до завдання №1
	№ 
п/п
	Коефіцієнти
	Праві частини рівняння
	Початкові умови

	
	

	

	

	

	

	


	1
	–5
	6
	

	

	0
	1

	
	–4
	4
	

	

	1
	0

	2
	0
	9
	

	

	0
	2

	
	1
	–12
	

	

	1
	0

	3
	6
	9
	

	

	0
	1

	
	0
	16
	

	

	1
	0

	4
	3
	–10
	

	

	0
	1

	
	–10
	25
	

	

	2
	0

	5
	0
	25
	

	

	0
	2

	
	3
	–4
	

	

	1
	0

	6
	12
	36
	

	

	0
	2

	
	0
	36
	

	

	1
	0

	7
	–1
	–6
	

	

	0
	1

	
	4
	4
	

	

	2
	0

	8
	0
	64
	

	

	0
	1

	
	1
	–6
	

	

	1
	0

	9
	–18
	81
	

	

	0
	2

	
	0
	9/4
	

	

	1
	0

	10
	–1
	–12
	

	

	0
	1

	
	2
	1
	

	

	2
	0

	11
	0
	16/9
	

	

	0
	1

	
	–3
	–10
	

	

	1
	0

	12
	4
	4
	

	

	0
	2

	
	0
	25/4
	

	

	2
	0

	13
	–3
	–4
	

	

	0
	1

	
	6
	9
	

	

	1
	0

	14
	0
	49/4
	

	

	0
	2

	
	1
	–6
	

	

	1
	0

	15
	8
	16
	

	

	0
	1

	
	0
	25/9
	

	

	0
	2



Завдання 2. Для захисту від вібрації приладовий блок встановлений на спеціальні пружні опори (амортизатори). Його рух на амортизаторах за відсутності бічних і крутильних коливань описується диференціальним рівнянням вигляду 

					,






де  – відхилення блоку від початкового положення,  – час,  – маса блоку,  – прискорення,  – коефіцієнт тертя (у амортизаторах),  – швидкість 


руху при коливаннях блоку,  – доданок, що відповідає за опір пружних елементів (пружин),  – коефіцієнт жорсткості амортизаторів.

	Сумарна жорсткість пружин залежить від деформації і визначається коефіцієнтом: .




	Розв’язати рівняння при наступних даних:  кг/с, початкові дані:  см,  при . Інші параметри надані у таблиці 3.2.
	Таблиця 3.2 – Варіанти до завдання №2
	№
п/п
	Значення параметрів

	
	
, кг
	
, Н/м
	
, 1/м2

	1
	11
	1
	3

	2
	12
	0.5
	1

	3
	5
	1
	–0.5

	4
	7
	1.5
	2

	5
	9.5
	1
	2

	6
	15
	2
	3

	7
	4
	2
	–0.5

	8
	6
	0.5
	3

	9
	10
	1
	1

	10
	5
	2
	2

	11
	11
	1.5
	–0.5

	12
	7
	1
	2

	13
	12
	1
	3

	14
	8
	2
	1




	Отримайте точки розв’язання, що охоплюють не менш ніж чотири  періода коливань і побудуйте по ним відповідну залежність .
Завдання 3. Вертикальні коливання механічної системи (див. завдання 2) під дією послідовності напівсинусоїдальних імпульсів описується диференціальним рівнянням вигляду 


				, 






де  – відхилення системи від початкового положення,  – час,  – маса блоку,  – коефіцієнт тертя,  – коефіцієнт жорсткості амортизаторів,  – параметри сили, що вимушує. 






	Треба  розв’язати  диференціальне  рівняння  для наступних  даних: маса   кг; коеффіцієнт  тертя  кг/с,  коефіцієнт  жорсткості  Н/м. Початкові умови: ,  при . Інші  параметри надані у таблиці 3.3.

	Таблиця 3.3 – Варіанти до завдання №3
	№
п/п
	Значення параметрів

	
	
, кг
	
, Н
	
, рад/с

	1
	11
	1020
	5

	2
	2
	150
	0.1

	3
	3
	1960
	2

	4
	1.5
	980
	2

	5
	14
	720
	0.2

	6
	2.5
	250
	12.5

	7
	3
	170
	0.3


	Закінчення таблиці 14.3
	8
	8
	1000
	1

	9
	7
	600
	1,5

	10
	10
	750
	10

	11
	5
	200
	2

	12
	4
	340
	3

	13
	3
	470
	2,5

	14
	9
	900
	0,3






Отримайте розв’язок , на якому встановлюються стійкі коливання у системі. Побудуйте залежність  і .

Контрольні питання

1. 
Наведіть визначення звичайного диференціального рівняння -го порядку.
1. 
Як формулюється задача Коши у випадку звичайного диференціального рівняння -го порядку?
1. У чому полягає метод зниження порядку?
1. 
Як знайти загальний розв’язок диференціального рівняння -го порядку за допомогою команд підсистеми Simbolic Math системи MATLAB.
1. 
Поясніть послідовність етапів розв’язання задачі Коши у випадку диференціального рівняння -го порядку засобами системи MATLAB.
1. Поясніть запис [t,y]=ode45('pr',tspan,y0).
1. Які аргументи можуть входити до параметру OPTIONS?






Практична робота № 4.

Тема. Дослідження функцій. Апроксимація та інтерполяція даних.

Мета роботи: ознайомитись з процедурами дослідження функцій за допомогою команд у системі MATLAB; навчитись обчислювати екстремуми функцій, перевіряти функції на неперервність та знаходити точки розриву функцій; навчитись аналізувати експериментальні дані за допомогою засобів системи MATLAB.

Теоретичний мінімум

	Загальна схема дослідження функції [30, c.471] має наступний вигляд.


1. Знаходимо область визначення  функції .
2. З'ясовуємо парність функції.
· 


якщо , то функція  називається парною. Графік парної функції симетричний відносно вісі ординат (вісі ).
· 

якщо , то функція  називається непарною. Графік непарної функції симетричний відносно початку координат.
3. З'ясовуємо періодичність функції.




	Якщо  при деякому , то функція  називається періодичною. Графік періодичної функції має одну і ту ж форму на кожному з відрізків  Тому досить побудувати графік на якому-небудь одному такому відрізку і потім відтворити отриману криву на решті відрізків
4. Знаходимо точки максимуму і мінімуму функції та інтервали зростання і спадання функції (інтервали монотонності). Для цього:
· 


обчислюємо похідну  і знаходимо так звані критичні (стаціонарні точки) точки функції, тобто точки, в яких похідна , похідна прямує до  або не існує;
· 

визначаємо знак похідної і знаходимо інтервали зростання і спадання функції: якщо , то функція зростає, якщо , то функція спадає;
· 

якщо похідна змінює знак під час переходу через критичну точку, то  є точкою екстремуму: 
· 

якщо похідна міняє знак з «мінуса» на «плюс», то  є точкою мінімуму, якщо ж з «плюса» на «мінус», то  є точкою максимуму. 
· якщо похідна зберігає знак під час переходу через критичну точку, то в цій точці екстремум не визначається.
5. Знаходимо точки перегину функції і інтервали опуклості і угнутості функції. Для цього:
· 


обчислюємо другу похідну  і знаходимо точки, що належать області визначення функції, в яких похідна  або прямує до;
· 


за допомогою знаку другої похідної функції, знаходимо інтервали опуклості і угнутості: якщо друга похідна функції міняє знак під час переходу через точку , в якій  або не існує, то  – точка перегину.

6. Знаходимо асимптоти функції .





	Вертикальні асимптоти: знаходимо односторонні границі в крапках   і/або . Якщо хоч би одна з цих границь нескінченна, то  – вертикальна асимптота графіка функції .
	Похилі асимптоти: якщо існують кінцеві границі


 і ,





то пряма  визначає похилу асимптоту графіка функції  (якщо ,, то  визначає горизонтальну асимптоту).


Зауваження 1. Асимптоти при  і  можуть бути різними.
Зауваження 2. При необхідності можна знайти точки перетину кривої з вісями координат і визначити значення функції в додаткових точках.


Вправа 1. Здійснити повне дослідження функції .



1. Знаходження області визначення. По-перше можна знайти значення змінної , при який функція невизначена (тобто знаменник вихідної функції обертається в нуль). Для цього згнаходимо розв’язок рівняння  за допомогою команди solve:
>> syms x y; solve((x–1)^2)
ans =
[ 1]
[ 1]

Таким чином, область визначення: .


2. Визначення парності або непарності функції. Для чого підставляємо у вихідну функцію  значення аргументу :
>> y=(–x)^2/(–x+1)^2
y =
x^2/(–x+1)^2

Функція не є парною, ні непарною, тобто її графік не є симетричним не відносно вісі , не відносно початку координат.


3. Функція не є періодичною, що витікає з факту наявності скінченої кількості нулів у даній функції, тобто точок , в який .
4. Знайдемо точки максимуму і мінімуму функції та інтервали зростання і спадання. Для цього залучимо команди:
· diff – пошуку похідної;
· fzero – обчислення нулів функції;
· fminbnd – знаходження локального мінімуму.
Для встановлення інтервалів зростання та спадання функції, необхідно обчислити першу похідну і знайти її нулі:
>> dy=diff(x^2/(x–1)^2)
dy =
2*x/(x–1)^2-2*x^2/(x–1)^3
>> solve(dy)
ans =
0


Очевидно, що при не існує при . Інформацію про поведінку функції поміщаємо в таблицю:
	

	

	0
	

	1
	


	

	–
	0
	+
	не існує
	–

	

	
	0
	
	не існує
	




Функція спадає на інтервалі , тобто . 
	Знаходимо локальний мінімум функції:
>> [xmin]=fminbnd('x^2/(x–1)^2',-1,1)
Warning: Divide by zero.
(Type "warning off MATLAB:divideByZero" to suppress this warning.)
> In C:\MATLAB6p5\toolbox\MATLAB\funfun\inlineeval.m at line 13
  In C:\MATLAB6p5\toolbox\MATLAB\funfun\@inline\feval.m at line 34
  In C:\MATLAB6p5\toolbox\MATLAB\funfun\fminbnd.m at line 208
>> xmin =
  8.6043e-006 %


Функція зростає при , висновок:  – точка мінімуму.
5. Опуклість вверх та опуклість вниз кривої. Для встановлення вказаних форм кривої треба відшукати другу похідну та знайти її нулі:
>> ddy=diff(2*x/(x–1)^2–2*x^2/(x–1)^3)
ddy =
2/(x–1)^2–8*x/(x–1)^3+6*x^2/(x–1)^4
>> [x]=solve(ddy)
x =
–1/2
>> x=–0.5;y=x^2/(x–1)^2
y =
    0.1111 % (1/9)




Тобто  при  і  не існує при .


Коли і , то крива опукла вверх.


Коли  і , то крива опукла вниз.


Коли  і , то крива опукла вниз.

Точка , в якій крива змінює форми опуклості є точкою перегину.


6. Встановлення асимптот до графіку вихідної функції. Можливо встановити три види асимптот – вертикальні, похілі та горизонтальні. Проаналізуємо поведінку функції на границі області визначення. В точці  маємо границю :

Висновок: вертикальна асимптота, її рівняння: .



Для встановлення форми представлення похилої асимптоти треба визначити коефіцієнт  та сталої  прямої лінії . Дані чинники знаходяться за формулами:

.
	Відповідні команди системи MATLAB:
>> syms x; limit(x/(x–1)^2,inf)
ans =
0
>> limit(x^2/(x–1)^2,inf)
ans =
1

Висновок: рівняння  задає похилу (горизонтальну) асимптоту.
7. Будуємо графік функції та графікі знайдених асимптот в єдиному графічному вікні:
>> syms x y; ezplot(x^2/(x–1)^2)
>> ezplot(x^2/(x–1)^2);grid on;hold on
>> line([–6 6],[1 1]); line([1 1],[–.5 6.5]);
	Треба звернути увагу на те, що побудова графіків функцій у системі MATLAB не є проблемою. Візуалізація графіків не тількі може спростити задачу пошуку нулів функції або точок екстремумів, а допомогти в пошуку інтервалів знаходження визначених точок та оцінити поведінку функції з загальних точок зору. Сучасні можливості дослідження функцій засобами системи MATLAB дозволяють розглядати і більш складні задачі ніж задачі про дослідження функцій.

Вправа 2. Знаходження найбільшого та найменьшого значень функції.




	Неперервна на відрізку  функція досягає на цьому відрізку свого найменьшого і найбільшого значення або в точках інтервалу , або в кінцевих точках відрізка: .

	Приклад 1. Знайдемо найбільше та наіменьше значення функції  на відрізку [1; 1].



Вихідна функція визначена і неперервна на всій чисельній вісі. Знайдемо критичні (екстремальні) точки, що є точками інтервалу , в яких похідна  функції  дорівнює нулю або не існує. Визначеємо похідну функції:
>> syms x y
yp=diff('3*x^420*x^3-36*x^2+5')
yp =
12*x^360*x^272*x



Оскільки похідна  функції  визначена (існує) в усіх точках, то залишається знайти її нулі, для чого розв’язуємо рівняння  за допомогою команди solve:
>> [x]=solve('12*x^3–60*x^2–72*x')
x =
[  0]
[ –1]
[  6]
З трьох отриманих  коренів цього рівняння x1  0, x2  1, x3  6 тільки перші два належать заданому відрізку [1; 1]. Обчислюємо значення функції в внутрішніх точках відрізка і на кінцях відрізку:
>> x=[–1 0 1 ];
>> y=3.*x.^4–20.*x.^3–36.*x.^2+5
y =
    –8     5   –48


	Порівняння отриманих значень функції  дозволяє знайти максимальне і мінімальне значення функції :
>> max(y)
ans =
     5
>> min(y)
ans =
   –48



Вправа 3. Методи обробки експериментальних даних у системі MATLAB. 

	Для аналізу експериментальних даних, які надані у вигляді таблиць і задають залежність одних фізичних величин від інших, використовують такі методи, як апроксимація, інтерполяція та згладжування.
	Як відомо, в научних та інженерних розрахунках часто приходиться оперувати наборами значень, які були получені експериментальним засобом або методом випадкової виборки. Як правіло, на підставі цих наборів потрібно побудувати функцію, яка би з високою точністю описувала вихідний набір значень. Така задача називається задачою апроксимації даних. Інтерполяція – це різновид апроксимації, при якій графік функції, що буде побудований, проходить точно через задані точки вихідних даних [51, c.263].




	Припустимо, що на числовій вісі задані точки , яким відповідають значення функціїї , де кожне  та  – дійсні числа, Завдання одновимірної апроксимації полягає у тому, щоб побудувати просту обчислювальну функцію, яка наближається цих даних. Залежно від класу апроксимуючих функцій і вимог до способу апроксимації виникають різні постановки завдань.









	Нехай є  значень , кожному з яких відповідає своє значення . Потрібно знайти таку функцію , що: , точки  називають вузлами інтерполяції, пари  називають точками даних, різницю між «сусідніми» значеннями  називають кроком, функцію  є інтерполюючою функцією або інтерполянтом. 

	На практиці в якості інтерполюючої функції  часто використовуються алгебраїчні поліноми різного вигляду, оскільки поліноми легко обчислювати, диференціювати і інтегрувати. При цьому інтерполяція носить назву поліноміальної [33, c.119].
	У системі MATLAB визначена команда апроксимації даних поліномами за методом найменьших квадратів polifit(x,y,n), де
· х – вектор абсцис функції, що апроксимується;
· у – вектор ординат функції, що апроксимується;
· n – степень поліному, за допомогою якого апроксимуємо задану функцію.



	Команда polifit формує коефіцієнти поліному  степені , який з наіменьшею середньоквадратичною похибкою апроксимує вихідну функцію .
	Приклад 1. Здійснити обробку експериментальних даних, застосовуючи поліноми другої та четвертої степенів.
	Задаємо координати вузлів x та y:
>> x=0:.1:.5;y=[.25 .15 .05 .1 .12 .2];
>> P=polyfit(x,y,2);
P =
    2.4643   –1.3150    0.2479
Для обчислення значень функції yy використовуємо команду polyval:
>> yy=polyval(P,x);
Побудуємо графік:
>> plot(x,y,'or',x,yy,'–b');grid;axis([0 0.5 –0.05 0.3]);hold on
	Зверніть увагу на застосування команди hold, яка забезпечує відтворення графіків функцій в одному графічному вікні. Тепер задамо апроксимуючий поліном четвертої степені:
>> P=polyfit(x,y,4)
P =
 –12.5000   10.2778    0.2917   –1.2623    0.2524
>> yy=polyval(P,x);
Графік поліному четвертої степені будуємо в тому ж вікні, що і графік поліному другої степені:
>> plot(x,yy,'-m');axis([0 0.5 –0.05 0.3]);hold off
	Результати обчислень можна порівняти візуально. Але, не зважаючи на те, що збільшується степень поліному, якість наближення може не покращуватися.


Вправа 4. Одновимірна апроксимація даних. Засоби апроксимації.

	Подальше підвищення якості апроксимації експериментальних даних можна досягти і у випадку використання поліномів невисокої (зазвичай 3-ої) степені, при якому наближаються локально розташовані дані, окремо на кожному частковому інтервалі між сусідніми вузлами. При цьому такі поліноми обчислюються так, щоб не тільки їх значення збігалися з координатами вузлових точок, але щоб у вузлових точках похідні першого і другого порядків були непеперервні. Така поведінка характерна для гнучкої металевої лінійки, яка закріплюється у вузлових точках (така лінійка називається сплайном (spline)), Відповідний вид інтерполяції даних теж отримав назву сплайн-інтерполяції. Для демонстрації можливостей сплайн-інтерполяції розглянемо інтерполяцією, яка заснована на використанні так званих кубічних сплайнів [37].
	Інтерполяція кубічними сплайнами у  системі MATLAB  за допомогою виконується команди spline: yy=spline(x,y,xx), де 
· х – вектор абсцис функції, що апроксимується;
· у – вектор ординат функції, що апроксимується;
· хх – вектор абсцис контрольних точок, в яких обчислюються значення апроксимаційних поліномів; відповідні значення поліномів записуються у вектор уу.


	Приклад 1. Виконати інтерполяцію кубічними сплайнами функції  на відрізку  (шаг інтерполяції дорівнює одиниці). 	Послідовність команд для виконання інтерполяції наведена нижче:
>> x=0:10;y=sin(x.^2)–x; xx=0:.1:10;yy=spline(x,y,xx);
>> plot(x,y,'b',xx,yy,'r');grid
	Зверніть увагу, що у системі MATLAB існує команда interp1, яка дозволяє задати вид інтерполяції: уу = interp1(х,у,хх,method), де:
· х – вектор абсцис функції, що апроксимується, 
· у – вектор ординат функції, що апроксимується, 
· хх – вектор абсциси контрольних точок, в яких обчислюються значення апроксимуючих поліномів; відповідні значення поліномів записуються у вектор уу. 
· method – вид апроксимації, назва якого задається у вигляді рядка символів (насправді досить вказати тільки перший символ).
	Команда interp1 дозволяє використовувати наступні методи інтерполяції:
· nearest – апроксимація кусковими поліномами нульового ступеня (сходинками): для будь-якого проміжного значення хх знаходиться найближче табличне значення х і як у випадку формування вектора уу відшукується відповідне табличне значення у;
· linear – апроксимація кусковими поліномами 1-ої степені (ламаними);
· spline – апроксимація кусковими поліномами 3-ої степені (сплайнами);
· pchip або cubic – апроксимація кусковими поліномами Ерміта 3-ої степені.
	Якщо параметр method команди interp1 відсутній, за замовченням використовується команда linear, що виконує апроксимацію кусковими поліномами 1-ої степені.


	Приклад 2. Виконати інтерполяцію експериментальних даних за допомогою різних видів інтерполяції, якщо вихідні значення даних задані у вигляді векторів , .
	Послідовність команд для здійснення інтерполяції наступна (див. рис. 4.1):
>> x=[1 2 3 4 5 6 7 8 9 10]; y=[1 4 3 9 1 3 1 2 3 5];
>> xx=.0:.05:11;
>> yy1=interp1(x,y,xx,'nearest');
>> yy2=interp1(x,y,xx,'linear');
>> yy3=interp1(x,y,xx,'spline');
>> yy4=interp1(x,y,xx,'cubic');
>> plot(x,y,'or');grid on;hold on;
>> plot(xx,yy1,'g-',xx,yy2,'m--',xx,yy3,'k-',xx,yy4,'b-.');
[image: ]

Рис. 4.1 – Інтерполяція даних за допомогою різних видів інтерполяції


	Термін інтерполяція визначає, зазвичай, обчислення значень функції  і в проміжках між вузловими точками. 
	Для апроксимації періодичних (і особливо гладких періодичних) функцій використовується підхід на основі застосування тригонометричного ряду Фур’є. Для цїєї задачі застосовується спеціальна команда: interpft(x, n), де y – одновимірний масив (вектор ординат) значень функції, який визначений в n рівномірно розташованих точках. 
	Зауважимо, що всі методи інтерполяції вимагають, щоб значення елементів вектора x змінювалися монотонно.


	Приклад 3. Виконати інтерполяцію функції  на відрізку . 
	Опис команд, що розв’язує дану задачу, має наступний вигляд:
>> x=0:10;y=cos(x).^3;
>> x1=0:.1:10;y1=interpft(y,101);
>> x2=0:.01:10;y2=cos(x2).^3;
>> plot(x,y,'r');hold on;plot(x1,y1,'g',x2,y2,'b');

Вправа 5. Двовимірна інтерполяція.


	Двувимірна інтерполяція здебільшого складніша, ніж одновимірна, яка була розглянута раніше. Сутність такої інтерполяції така ж сама – знайти проміжні точки деякої залежності  при завдання вузлових точок в просторі.
	Для інтерполяції даних, які задають деяку поверхню на двувимірній сітці, використовується команда interp2(x1,x2,y,z1,z2,'method'). Параметри цієї команди також повинні змінюватись монотонно і мати формат команди meshgrid (ця команда визначає сітку). У випадку відсутності параметру method в команді interp2 за замовуванням здійсюється лінійна інтерполяція даних. При цьому остаточний масив визначається на більш дрібнішій сітці. 

	Приклад 1. Здійснити двовимірну інтерполяцію функції ..
	Задача виконується наступним чином:
>> [x,y]=meshgrid(–2:0.1:2);
z=x.^2–y;
[x1,y1]=meshgrid(–2:0.05:2);
z1=interp2(x,y,z,x1,y1);
mesh(x,y,z),hold on,mesh(x1,y1,z1+2),hold off;
	Зверніть увагу, що в останньому рядку в команді mesh(x1,y1,z1+2) до вихідного параметру було додане число 2. Це зроблено для кращої візуалізації графічної поверхні, що отримується, і необхідності відокремліти знов отриману поверхню від віхидної.

	Приклад 2. Виконати двовимірну інтерполяцію функції . 
	Застосуємо наступну послідовність команд:
[x,y]=meshgrid(-1:0.1:1);
z=exp(–x.^2–y.^2).*(–x.^2–y.^2);
[x1,y1]=meshgrid(–1:0.05:1);
z1=interp2(x,y,z,x1,y1);
>> mesh(x,y,z),hold on,mesh(x1,y1,z1+.5),hold off;

[image: ]

Рис. 4.2 Двовимірна інтерполяція даних

Практичні завдання 

Виконати наступні завдання :

Завдання 1. Дослідити задані функції (див. табл. 4.1) та побудувати графікі функцій з визначенням усіх допоміжних ліній (асимптот). Після дослідження необхідно за допомогою команди зміни масштабу графічного зображення (ця команда міститься на панелі інструментів графічного вікна) порівняти знайдені координати основних характеристик функції (нулів функції, точок екстремумів, точок перегину, тощо) з відповідними значеннями на побудованому графіку.

	Таблиця 4.1 – Варіанти до завдання №1
	№
п/п
	
Функція 
	
Функція 

	1
	

	


	2
	

	


	3
	

	


	4
	

	


	5
	

	


	6
	

	


	7
	

	


	8
	

	



	9
	

	


	10
	

	


	11
	

	


	12
	

	


	13
	

	


	14
	

	




Завдання 2. Знайти найбільше та найменьше значення функції y=f (x) на відрізку [a; b] (див. табл. 4.2):

	Таблиця 4.2 – Варіанти до завдання №2
	№
п/п
	
Функція 
	
Відрізок 
	№
п/п
	
Функція 
	
Відрізок 

	1
	

	

	8
	

	[–2; 2]

	2
	

	

	9
	

	


	3
	

	

	10
	

	[0; /2]

	4
	

	

	11
	

	[–2; 2]

	5
	

	

	12
	

	[2; 4]

	6
	

	

	13
	

	


	7
	

	

	14
	

	





Завдання 3. Інтерполювати задану залежність  поліномами 1, 2 і 3 степенів за умов використання відповідних команд для лінійної, квадратичної та кубічної інетрполяцій, вивести в єдиному графічному вікні початкові дані і результати їх інтерполяції (дивись табл. 4.3).



	Таблиця 4.3 – Варіанти до завдання №3
	№
п/п
	
Таблиці значень 

	1
	


	2
	


	3
	


	4
	


	5
	


	6
	


	7
	


	8
	


	9
	


	10
	


	11
	


	12
	


	13
	


	14
	





Завдання 4. Реалізувати процедуру одновимірнщї інтерполяції функції  (дивись таблицю 4.3) за умов використання відповідних команд для лінійної, квадратичної та кубічної інетрполяцій та відобразити графічно результат інтерполяції в єдиному графічному вікні. 

	Таблиця 4.4 – Варіанти до завдання № 4
	№
п/п
	
Діапазон зміни аргументу 

та функції 

	1
	


	2
	


	3
	


	4
	


	5
	


	6
	


	7
	


	8
	


	9
	


	10
	


	11
	


	12
	


	13
	


	14
	




Методичні вказівки: 
· перед виконанням досліждення функції варто побудувати графік вихідної функції;
· рекомендується використання наступних команд, що визначають методи інтерполяції: nearest (кусково-постійна інтерполяція), linear (лінійна інтерполяція), cubic (кубічна інтерполяція), spline (інтерполяція кубічними спалайнами).




Контрольні питання

1. Наведіть основні етапи процедури дослідження функції.
1. Як знайти нулі функції за допомогою команд системи MATLAB? Як виглядає звертання до цих команд?
1. Назвіть команди для побудови графіків функцій.
1. Визначить особливості виконання команди fplot?
1. За допомогою якої команди системи MATLAB можна здійснити знаходження локального мінімуму (максимуму) неперервної функції? 
1. За допомогою яких засобів можна обробляти єксперимантальні дані?
1. В чому суттєва різниця між методами апроксимації і інтерполяції даних?
1. Який результат може бути отриманий у разі використання команди polyfit?
1. Поясніть зміст поняття сплайн-інтерполяції? Яка команда у системі MATLAB дозволяє обробляти дані за допомогою кубичічних сплайнів?
1. Які методи використовуються при одновимірній інетрполяції у системі MATLAB? Поясніть синтаксис команди yy=interp(x,y,xx,method).
1. Яка команда застосовується для реалізації двовимірної інтерполяції даних?


Практична робота № 5.

Тема. Розв’язання систем звичайних диференціальних рівнянь.

Мета роботи: навчитись розвязувати системи звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР) у символьному вигляді; ознайомитись з використанням вирішувачив систем звичайних диференціальних рівнянь (ЗДР) у графічному вигляді в середовищі MATLAB.

Теоретичний мінімум



	Якщо у диференціальному рівнянні  змінна  є вектором-стовпцем, ми маємо справу з системою диференціальних рівнянь [51]. 


	Розглянемо систему двох лінійних диференційних рівнянь для функцій  і .

				.			(1)



У випадку, коли  ми маємо однорідну систему. Якщо хоча б одна з функцій  або  відмінна від нуля, то система неоднорідна.

	Існують різні методи розв’язання цих систем. Загальний розв’язок неоднорідної системи можна представити у вигляді суми загального розв’язку однорідної системи і частинного розв’язку неоднорідної системи. Задачу Коші, коли маємо початкові умови:  можна розв’язати на основі загального розв’язку, а для систем із сталими коефіцієнтами застосовуэться операційний метод. 

Вправа 1. Розв’язання систем диференціальних рівнянь в символьному вигляді в системі MATLAB

	Для розв’язання систем диференціальних рівнянь у системі MATLAB існує команда dsolve(‘eqn1’,’eqn2’ ), яка знаходить аналітичний розв’язок системи диференціальних рівнянь, для якого забеспечуэться виконання початкових умов(спочатку задається інформація про вихідне рівняння, потім про початкові умови) [44].



	За умовчанням незалежною змінною вважається t. Можна використовувати і іншу змінну, якщо включити її в кінець списку параметрів команди dsolve. Символ D позначає похідну по незалежній змінній, тобто , при цьому D2 означає , D3 –  і т.д.
	Початкові умови задаються у вигляді рівності у(a)=b або Dy(a)=b, де у –шукана змінна, а і b – константи. Якщо число початкових умов менше, ніж число диференціальних рівнянь, то в розв’язку будуть присутні довільні сталі С1, С2 і т.д. Висновок здійснюється у вигляді масиву записів. 

Приклад 1. Розв’язати систему звичайних диференціальних рівнянь 

при початкових умовах: . 

Застосуємо для цього наступний набір команд (увага – в запису рівнянь позбуваємось запису незалежної змінної ):
>>s = dsolve('Dx = y+x', 'Dy = y–x', 'x(0)=0', 'y(0)=1','Dy(0)=1')
s = 
    x: [1x1 sym]
    y: [1x1 sym]
>> s.x
ans =
exp(t)*sin(t)
>> s.y
ans =
exp(t)*cos(t)
	Диференціальні рівняння та їх системи, які містять похідні більш високих порядків, зазвичай зводяться до рівнянь або систем рівнянь першого порядку з великим числом невідомих. Наприклад, якщо в рівнянні 




 позначити , а , вийде система рівнянь:

				.
	Цей засіб зручний для розв’язування нескладних систем.
	Приклад 2. Розв’язати систему рівнянь:

.




	Виключаємо змінну . З першого рівняння отримуємо: . Якщо підставити  в другий вираз, маємо: . Алгоритм розвязання цього рівняння та отримання шуканого розв’язку вихідної системи являє перелік команд:
>> [x]=dsolve('D2x=2*exp(t)–x')
x =
 (cos(t)*exp(t)+sin(t)*exp(t))*sin(t)+(cos(t)*exp(t)-sin(t)*exp(t))*cos(t)+C1*sin(t)+C2*cos(t)
>> Dx=diff(x)
Dx =
 (cos(t)*exp(t)+sin(t)*exp(t))*cos(t)–(cos(t)*exp(t)–sin(t)*exp(t))*sin(t)+C1*cos(t)–C2*sin(t)
>> y=Dx–1
y =
 (cos(t)*exp(t)+sin(t)*exp(t))*cos(t)–(cos(t)*exp(t)–sin(t)*exp(t))*sin(t)+C1*cos(t)–C2*sin(t)–1
	Але зручніше знайти розв’язок системи за допомогою однієї команди:
>> [x,y]=dsolve('Dx=y+1','Dy=2*exp(t)–x')
x =
C1*cos(t)+C2*sin(t)+exp(t)
y =
–sin(t)*C1+cos(t)*C2–1+exp(t)

Вправа 2. Вирішувачі звичайних диференціальних рівнянь.



	Як відомо, у системі MATLAB існує достатньо великий набір команд, які призначені для розв’язання диференціальних рівнянь та систем диференціальних рівнянь. Такі команди отримали назву вирішувачів (ode**) [44], вони можуть розв’язувати системи рівнянь у явному вигляді . Вирішувачі ode15s, ode23s, ode23t, ode23tb також можуть вирішувати рівняння у неявному вигляді .
	Структура запису, у якому використовуються вирішувачі для розв’язання систем диференціальних наступна: [T,Y]=ode**(‘F’, tspan, y0, options, p1, p2,),  де прийняті наступні позначення і правила:
· F – назва ODE-файлу, тобто функції від t, через у позначена змінна, яка повертає вектор-стовпець;
· tspan – вектор, що визначає інтервал інтегрування [to tfinal]. Для отримання розв’язків в конкретні моменти часу to, t1 , tfinal (які розташовані в порядку зменшення або збільшення), потрібно використовувати tspan = [t0 t1 tfinal];
· y0 – вектор початкових умов;
· options – параметр, що створюється функцією odeset;
· p1, p2 . – довільні параметри, що передаються у функцію F;
· T, Y – матриця розв’язків Y, де кожен рядок відповідає часі, який виводиться у векторі-стовпці T.
	Перейдемо до опису команд для розв’язання систем диференціальних рівнянь (позначимо solver один з можливих чисельних методів розв’язку ЗДР: ode45, ode23, ode113, ode15s, ode23s, ode23t, ode23tb):
· 

[T, Y] = solver(‘F’, tspan, y0) інтегрує систему диференціальних рівнянь вигляду  на інтервалі tspan з початковими умовами y0. F – рядок, що містить ім'я ODE-файлу. Функція  повинна повертати вектор-стовпець. Кожен рядок в масиві рішень Y відповідає часі, який одержується у векторі-стовпці T.
· [T, Y] = solver(‘F’, tspan, y0, OPTIONS) дає розв’язок з параметрами, які визначені значеннями параметру OPTIONS, що створений командою odeset. Зазвичай використовувані параметри включають допустиме значення відносної погрішності RelTol (за умовчанням 1е-3) і вектор допустимих значень абсолютної погрішності AbsTol (всі компоненти за умовчанням рівні 1е-6) (див. лабораторну роботу № 13);
· [T, Y] = solver(‘F’, tspan, y0, OPTIONS, p1, p2 ) дає розв’язок з додатковими параметрами р1, р2, що передаються у m-файл F всякий раз, коли він викликається; OPTIONS = [ ] (якщо ніякі опції не задаються, треба використовувати замість них квадратні дужки «[ ]»);
· 
[T, Y, TE, YE, IE] = solver(‘F’, tspan, y0, options) дає розв’язок, що містить властивості Events, які встановлені в структурі options в положення on. ODE-файл повинен бути створений так, щоб виклик  повертав відповідну інформацію. Вихідний аргумент ТЕ – вектор-стовпець часів, в які відбуваються події, рядки YE є відповідними розв’язками, а індекси у векторі IE визначають, яка подія відбулася.

	Вирішувач систем ЗДР дає можливість отримувати розв’язок систем з  рівнянь. Система ЗДР може бути як однорідною, так і неоднорідною. Розв’язок зводиться до створення m-файлу. Незалежно від виду системи команди, за допомогою яких отримуємо шуканий розв’язок у системі MATLAB, мають вигляд:
function dy=solv(t,y)
dy=zeros(n,1);
dy(1)=f1(t,y(1),y(2),   ,y(n));
dy(2)=f2(t,y(1),y(2),   ,y(n));
...
dy(n)=fn(t,y(1),y(2),   ,y(n));
Щоб отримати розв’язок і графік розв’язку, виписуємо команди:
>> [T, Y] = solver(‘solverDE’ [t0 tfinal] [y10 y20 . yn0];
>> plot(T,Y)



	Приклад 2. Нехай деяка точка маси  рухається в гравітаційному полі нерухомих точок з масами  і  (див. рис. 5.1). 


	Диференціальне рівняння, яке описує дію сил в гравітаційному полі нерухомих точок  і  буде наступним: 

			, де
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Рис. 5.1 – Схема руху точки  у гравітаційному полі точок  і 

	Це диференціальне рівняння має другий порядок. Але його можна звести до системи диференціальних рівнянь першого порядку:

.
Відтоді систему диференціальних рівнянь руху точки в гравітаційному полі можна представити таким чином: 

.


Значення гравітаційної сталої приймемо:  і . 
	Тоді, для системи рівнянь можна записати m-файл difsp:
function f=difsp(t,x)
M1=50; M2=0; C1x=5; C1y=0; C2x=0; C2y=10;
f=[x(3);x(4);...
 –M1*(x(1)–C1x)/(sqrt((x(1)–C1x)^2+(x(2)–C1y)^2))^3–...
  M2*(x(1)–C2x)/(sqrt((x(1)–C2x)^2+(x(2)–C2y)^2))^3;...
 –M1*(x(2)–C1y)/(sqrt((x(1)–C1x)^2+(x(2)–C1y)^2))^3–...
  M2*(x(2)–C2y)/(sqrt((x(1)–C2x)^2+(x(2)–C2y)^2))^3];  
	Знайдемо розвязок системи диференціальних рівнянь за допомогою команди ode45. Для цього викликаємо відповідний m-файл difspr:
function difspr()
[t,h]=ode45(@difsp,[0,1000],[0,0,0,4.3]);
x=h(:,1);
y=h(:,2);
x1=5; y1=0; x2=0; y2=100;
plot(x,y,'b-',x1,y1,'r+',x2,y2,'r*');  


	При початкових параметрах, коли , вихідна точка рухається в полі одного об'єкту. Якщо ввести значення  , то повинно з’явитись обурення траєкторії на графіку руху (орбіті) рухомої точки. 
	Приклад 2. Розглянемо траєкторію руху кулі під дією сили тяжіння. За відсутності опору повітря траєкторія має вигляд параболи. 



Рис. 5.2 – Траєкторія руху кулі під дією сил тяжиння






	Розглянемо випадок, коли сила опору повітря пропорційна квадрату швидкості і протилежна напрямку руху. Як відомо з шкільного курсу фізики, рівняння балансу сил буде наступним: . Враховуючи на те, що прискорення – похідна швидкості за часом, розпишемо це рівняння у векторному вигляді: , де  – щільність повітря,  – маса кулі,  – площа поперечного перетину кулі. Рівняння в координатній формі: 

.
	Нехай маса кулі – 10 г, площа поперечного перетину кулі – 1 см, щільність повітря – 1 кг/м3. Згідно цих даних складаємо m-файл difsp1:
function u=difsp1(t,v)
g=10; ro=1; s=0.0001; m=0.01; k=ro*s/2/m;
u=[–k*sqrt(v(1)^2+v(2)^2)*v(1);–g–k*sqrt(v(1)^2+v(2)^2)*v(2)];  
	У такій системі рівнянь аргументом є швидкість і час. Необхідно прийняти до уваги, що: 

				 



	Отримані масиви точок, , ,  можна надалі обробити – провести апроксимацію, але у даному випадку інтегрування заміняємо операцією підсумовування: 

				 
	Припустимо, що початковий момент часу дорівнює нулю, і на цей момент куля знаходиться в початку координат. У початковий момент швидкість кулі по горизонталі 800 м/с, по вертикалі – 100 м/с. Створимо m-файл difspr2, в якому застосуємо команду ode45: 
function difspr2()
[t,h]=ode45(@difsp1,[0,5.6],[800,100]);
vx=h(:,1); vy=h(:,2);
m=length(t);x0=0; y0=0;
x(1)=x0; у(1)=0;
for i=2:m
    x(i)=x(i–1)+vx(i–1)*(t(i) –t(i–1));
    у(i)=y(i–1)+vy(i–1)*(t(i) –t(i–1));
end;
[t1,h1]=ode113(@difsp1,[0,5.6],[800,100]);
vx1=h1(:,1); vy1=h1(:,2);
m1=length(t1);x01=0; y01=0;
x1(1)=x0; y1(1)=0;
for i=2:m1
    x1(i)=x1(i–1)+vx1(i–1)*(t1(i)–t1(i–1));
    y1(i)=y1(i–1)+vy1(i–1)*(t1(i)–t1(i–1));
end;
figure
plot(x,y,'r+',x1,y1);grid on  
	Діапазон часу [0;5.6] був підібраний так, щоб траєкторія руху відображала процес від моменту вильоту до моменту падіння. Рівень "землі" відповідає значенню ординати 0.
	Зауважимо, що у m-файлі difspr2 може бути викликана не тільки команда ode45, але і ode113. Таким чином є можливість можна порівняти результати.
	У прикладі розвязувалась система диференціальних рівнянь:

,
але можна розв’язати і таку систему рівнянь: 

.

Для цього слід провести невеликі зміни, тобто треба припустити, що елементи x(1), x(2), x(3), x(4) будуть записані відповідно як . Після чого новий m-файл difsp2 буде створений наступними командами:
function u=difsp2(t,x)
g=10; ro=1; s=0.0001; m=0.01; k=ro*s/2/m;
u=[x(3);x(4);...
        –k*sqrt(x(3)^2+x(4)^2)*x(3);...
      –g–k*sqrt(x(3)^2+x(4)^2)*x(4)];  
	Для розв’язання системи чотирьох диференціальних рівнянь, яка записана m-файлом difsp2, створимо m-файл difspr3:
function difspr3()
[t,h]=ode45(@difsp2,[0,5.6],[0,0,800,100]);
x=h(:,1); y=h(:,2);
[t1,h1]=ode113(@difsp2,[0,5.6],[0,0,800,100]);
x1=h1(:,1); y1=h1(:,2);
figure
plot(x,y,'r-',x1,y1,'b-')
grid on  
В цьому випадку практично немає відмінностей між розв’язками, які були отримані за допомогою команд ode45 і ode113. 
Практичні завдання 

Виконати наступні завдання :


Завдання 1. Розв’язати задачу Коші для неоднорідної системи звичайних диференціальних рівнянь  засобами підсистеми Simbolic Math (варіанти до завдання дивись у табл. 5.1).

	Таблиця 5.1 – Варіанти до завдання №1
	№
п/п
	Система звичайних диференціальних рівнянь та початкові умови
	Система звичайних диференціальних рівнянь та початкові умови
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Завдання 2. Напруга з виходу двонапівперіодного діодного випрямляча подається на навантаження через LC-фільтр, що ослабляє небажані пульсації.



















фільтр
випрямувач
навантаження


Рис. 5.3 – Електрична схема




	Залежності напруги  на виході фільтру і загальний струм  в ланцюзі від часу  описуються системою звичайних диференціальних рівнянь

				,















де ,  – індуктивність дроселя та ємкість конденсатора фільтра,  – опір навантаження, ,  – вихідний опір випрямувача, – опір обмотки дроселя,  – амплітуда пульсуючої напруги на виході випрямувача,  – кутова частота. Вихідні дані:  В і  Гц. Початкові дані . Параметри , , ,  – наведені у таблиці 5.2.


	Розрахуйте та побудуйте графікі залежностей  і .

	Таблиця 5.2 – Варіанти до завдання №2
	№
п/п
	Параметр

	
	
, Ом
	
, Ом
	
, Гн
	
, мкФ

	1
	20
	500
	0,5
	100

	2
	75
	1000
	0,7
	40

	3
	35
	750
	0,1
	200

	4
	90
	2000
	0,2
	100

	5
	20
	1000
	0,05
	1000

	6
	120
	1000
	1
	50

	7
	30
	700
	0,4
	300

	8
	65
	1100
	0,8
	60

	9
	110
	2000
	1
	700

	10
	80
	900
	0,6
	200

	11
	40
	600
	0,5
	50

	12
	25
	1000
	0,7
	100

	13
	70
	1200
	0,6
	70

	14
	55
	850
	0,5
	80






Контрольні питання

1. Як розв’язати систему звичайних диференціальних рівнянь за допомогою команд підсистеми Simbolic Math?
1. Поясніть синтаксис команди dsolve('eqn1','eqn2','x').
1. Які команди у системі MATLAB чисельно розв’язують систему диференціальних рівнянь?
1. Для чого при розв’язуванні системи звичайних диференціальних рівнянь використовується m-файл?
1. Перекажіть етапи розв’язку системи звичайних диференціальних рівнянь з використовуванням вирішувачів.
1. Поясніть синтаксис команди [T, Y] = solver(‘Fun’, [t0 tfinal], y0].


Практична робота № 6.

Тема. Розв’язання математичних моделей, створених на основі звичайних диференціальних рівнянь.

Мета роботи: навчитись розв’язувати крайову задачу та представляти розв’язок у графічному вигляді у системі MATLAB.
[bookmark: _GoBack]
Теоретичний мінімум

	Важливим елементом завдань, які передбачають дослідження математичних моделей, що складаються з звичайних диференціальних рівнянь, є додаткові умови, які необхідні для реалізації чисельного алгоритму розв’язання. Стосовно звичайних диференціальних рівнянь розрізняють два види завдань: завдання з початковими умовами (задача Коші) і завдання з граничними умовами (крайова задача).
	Таким чином, коли розглядається крайова задача, потрібно знайти розв’язок звичайного диференціального рівняння з додатковими умовами, які задаються при декількох різних значеннях незалежної змінної [20]. Наприклад, для звичайного диференціального рівняння другого порядку 

									(1)


ці умови задаються у двох різних точках (різних значеннях незалежної змінної)  та :

					.				(2)

	Оскільки ці точки визначають границі області , в якій зазвичай і відшукується розв’язок, то визначені в них додаткові умови називають граничними або краєвими. У інженерній практиці, наприклад, таке завдання може бути пов'язане з розрахунком прогину стержню при заданому способі закріплення його кінців.
	Для побудови чисельного розв’язку можна застосувати наступні два способа розв’язання крайової задачі:
· метод скінченних різниць;
· метод приведення до задачі Коші шляхом заміни додаткових умов.
	Наприклад, при розв’язанні краєвої задачи методом пристрілювання використовується приведення до задачі Коші.
	Якщо задана крайова умова, то в методі пристрілювання вона замінюється умовою Коші для шуканої функції вихідного рівняння (1): 

				,				(3)




де  – точка, яка є початком інтегральної кривоїдиференціального рівняння, тобто функції , а  – кут нахилу дотичної до цієї кривої в початковій точці . 





	Таким чином, розв’язок задачі Коші буде залежити від початкової умови . Необхідно підібрати значення кута , при якому інтегральна крива  в точці  дасть збігаючий з умовою  результат. Якщо ця умова буде виконана, то розв’язок задачі Коші збігається з розв’язком крайової задачі [51].

	Відносно назви "метод пристрілювання" зауважимо, що ця назва витікає з процедури визначення (як би "пристрілки") величини кута нахилу кривої  в початковій точці.
	У випадку, коли звичайне диференціальне рівняння другого порядку є лінійним, тобто має вигляд 

				,







і задані граничні умови (2), то пошук розв’язку методом пристрілювання істотно спрощується. Дійсно, якщо визначити дві шуканих "пристрілювальних" величини кутів  і , отримуємо два розв’язки  і . У випадку, коли  і , причому , то розв’язком крайової задачі буде лінійна комбінація цих двох розв’язків, а саме:

			.




	Для звичайного диференціального рівняння 2-го порядку число граничних умов повинне дорівнювати 2 (тобто для звичайного диференціального рівняння порядку  число граничних умов повинне дорівнюватись порядку рівняння). Для рівняння довільного порядку  граничні умови (в кількості ) можуть включати значення на кінцях відрізка невідомої функції і її похідних до -го порядку включно.


	У випадку чисельного розв’язання крайової задачі для звичайного диференціального рівняння -го порядку вихідне рівняння звичайною процедурою зводять до системи з  рівнянь 1-го порядку. Аналогічна процедура застосовується і до граничних умов.




Вправа 1. Чисельне розв’язання крайової задачі з використанням команди bvp4c.








	У системі MATLAB існує команда bvp4c, яка дозволяэ розв’язати крайову задачу для системи звичайних диференціальних рівнянь першого порядку виду , де  – вектор,  – вектор, що складається з похідних від компонентів вектора ,  – функція від векторів  та .









	Розв’язок шукається у формі сіткової функції: відрізок  ділиться точками  на частини (не обов'язково рівні) і кожній точці  ставиться у відповідність значення . Виходячи з початкових значень  і  шляхом апроксимації похідної  в кожній точці сітки відношенням , будується система рівнянь, з якої знаходяться значення . В процесі розв’язання задачі сітка може перебудовуватися (зокрема, згущуватися).


	Початкові значення  і  задаються за допомогою команди bvpinit: solinit = bvpinit(xinit,yinit), де :
· 
xinit – вектор-рядок -координат вузлових точок (a=xinit(1) <xinit(2) <...<xinit(n)=b);
· yinit – гіпотетичні значення (тобто значення, які задаються довільним чином) для у(i); ці значення можуть задаватися в одній з двох форм:
· векторній формі – кожна компонент вектора yinit(i) формується як гіпотетичний розв’язок для всіх точок сітки, тобто у(i, :)=yinit(i);
· функціональній формі – задається у вигляді y=guess(x), де х – будь-яка точка відрізку [а, b], у – вектор, довжина  якого дорівнює порядку системи  диференціальних рівнянь; для кожної точки сітки x(i) обчислюється  вектор  гіпотетичного розв’язку у(i, :)=guess(x(i));
· solinit – структура, яка формується при вказаному вище способі звернення до команди bvpinit у формі поелементного заповнення двох векторів х, у:
· solinit.х = xinit
· solinit.у = у(i, :)
	Розв’язок крайової задачі можна знайти, якщо використати команду bvp4c, для якої існує проста форма звернення:
sol=bvp4c(odefun,bcfun,solinit)
де:
· odefun – функція, що формує (обчислює) вектор правих частин;
· bcfun – функція, що обчислює вектор граничних умов; аргументами функції bcfun є вектори уа і yb – вектори розв’язку у в точках а і b; двома компонентами вектора граничних умов bcfun є вирази, які обертаються в нуль в точках а і b відповідно;
· solinit – вихідна структура команди bvpinit, яка містить в собі початкові умови задачі xinit,yinit;
· sol – аналогічна структура, що містить розв’язок крайової задачі; окрім параметрів sol.x і sol.у структура sol має параметр sol.yp, у якому містяться значення похідної розв’язку (sol.у) в точках sol.x.


	Приклад 1. Розв’язується диференціальне рівняння другого порядку  (рівняння вільних коливань) з граничними умовами . Треба знайти розв’язок крайової задачі за допомогою засобів системи MATLAB.
	Вихідне диференціальне рівняння приводиться до системи рівнянь:

					,
Інформацію про яку поміщаємо в робочий каталог у вигляді m-файлу, що містить також функцію, яка формує (обчислює) праві частини:
function dydx=kr1(x,y)
dydx=[y(2); –y(1)];
і m-файлу, що містить функцію, яка задає граничні умови:
function res=bord(ya,yb)
res=[ya(1); yb(1)–1];


	За допомогою команди linspace визначаємо початкові значення змінної  шляхом завдання п'яти рівновіддалених точок на інтервалі :
>> xinit=linspace(0,pi,5)
xinit =
         0    0.7854    1.5708    2.3562    3.1416
	Початкові наближення шуканого вектора розв’язку задачі можна задати вектором yinit, розмір якого не перевищує величини, що визначає порядок диференціального рівняння. Вибір структури початкового наближення залежить від дослідника.
	Скористаємось допоміжною функцією, яка формує компоненти вектора розв’язку yinit. Наприклад, сформуємо m-файл sincos:
function sc=sincos(x)
sc=[sin(x); cos(x)];
За допомогою команди bvpinit можна утворити структуру solinit, (яка містить початкові умови):
>> solinit=bvpinit(xinit,@sincos)
solinit = 
    x: [0 0.7854 1.5708 2.3562 3.1416]
    y: [2x5 double]
>> solinit.x
ans =
         0    0.7854    1.5708    2.3562    3.1416
>> solinit.y
ans =
         0    0.7071    1.0000    0.7071    0.0000
    1.0000    0.7071    0.0000   –0.7071   -1.0000
	Для розв’язку задачі достатньо виконати команду bvp4c:
>> sol=bvp4c(@kr1,@bord,solinit)
sol = 
         x: [1x13 double]
         y: [2x13 double]
        yp: [2x13 double]
    solver: 'bvp4c'
	Для отримання чисельних значень шуканого розв’язку, треба послідовно виконати наступні команди:
>> sol.x
ans =
  Columns 1 through 7 
         0    0.1963    0.3927    0.7854    1.1781    1.3744    1.5708
  Columns 8 through 13 
    1.7671    1.9635    2.3562    2.7489    2.9452    3.1416
>> sol.y
ans =
  1.0e+004 *
  Columns 1 through 7 
         0    0.3570    0.7003    1.2940    1.6908    1.7949    1.8301
    1.8301    1.7949    1.6908    1.2941    0.7004    0.3571    0.0001
  Columns 8 through 13 
    1.7949    1.6908    1.2941    0.7004    0.3571    0.0001
   –0.3570   –0.7003   –1.2940   –1.6907   –1.7949   –1.8301
>> sol.yp
ans =
  1.0e+004 *
  Columns 1 through 7 
    1.8301    1.7949    1.6908    1.2941    0.7004    0.3571    0.0001
         0   –0.3570   –0.7003   –1.2940   –1.6908   –1.7949   –1.8301
  Columns 8 through 13 
   –0.3570   –0.7003   –1.2940   –1.6907   –1.7949   –1.8301
   –1.7949   –1.6908   –1.2941   –0.7004   –0.3571   –0.0001
	Якщо спробувати побудувати розв’язок крайової задачі у вигляді графіка за допомогою команди plot(sol.x, sol.у(l, :)), то зауважимо, що результат вийде не дуже гладкий – дуже мало точок містить вектор sol.x. 
	Для побудови детального графіку треба скористатися додатковою командою deval. Вона використовує інформацію, яка міститься в структурі sol (масив розв’язків), для побудови інтерполяційного сплайну для заданого вектора пробних точок хх. Вектор хх може містити скільки завгодно точок для забезпечення необхідної гладкості результату. Синтаксис цієї команди має вигляд yy=deval(sol,xx), де:
· sol – параметр, що містить отримані результати розв’язання крайової задачі, які одержуються за допомогою команди bvp4c;
· хх – вектор пробних точок;
· уу – вектор значень інтерполяційної сплайн-функції в пробних точках.
	Зауважимо, що кожен компонент вектору уу насправді є двокомпонентним вектором (подібно до елементів sol.у), тому для побудови графіка достатньо використати команду plot(хх, уу(1, :)), в якій присутня інформація про перший стовпець (розв’язок крайової задачі) і відсутня інформація про другий стовпець (похідна розв’язку крайової задачі). 
	Повний перелік команд побудови шуканого графіку розв’язку крайової задачі наведений нижче:
>> xx=linspace(0,pi/2); yy=deval(sol,xx);
>> plot(xx,yy(1,:))
	Графічний результат обчислень представлений на рис. 6.1.
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Рис. 6.1 Графік розв’язку диференціального рівняння на відрізку .
Вправа 2. Розв’язання крайової задачі на основі додаткової інформації про якість наближення.

	Повна форма звернення до команди bvp4c: sol=bvp4c(odefun,bcfun,solinit,OPTIONS,PI,P2...) дозволяє:
· враховувати додаткові умови, які використовуються при розв’язуванні;
· використовувати додаткові параметри у командах odefun і bcfun, щоб задати координати, в яких буде обчислюватись результат;
· знаходити значення невідомих параметрів (наприклад, власних чисел).
	В такій формі звернення вихідними аргументами є:
• OPTIONS – параметр, що дозволяє задавати додаткову інформацію про чисельний процес;
• PI, P2 ... – додаткові аргументи для обчислення odefun і bcfun.
	Аргумент OPTIONS дозволяє відобразити відповідні параметри, які використовуються для управління якістю наближення шуканого розв’язку. Нагадаємо ці основні параметри. Всі вони формуються при використанні команди bvpset, вхідними параметрами якої є впорядкована послідовність пар виду <'параметр', значення> (назва будь-якого з параметрів повинна бути поміщена в апострофи).
	Параметр RelTol задає допустиму відносну похибку обчислення (за умовчанням величина параметру дорівнює 1е-3).
	Параметр AbsTol визначає допустиму абсолютну похібку обчислення (за умовчанням величина параметру дорівнює 1e-6); існує можливість задати вектор-рядок абсолютних похибок для кожної компоненти шуканого розв’язку.
	Невідомий параметр (вектор невідомих параметрів) вводиться за допомогою команди bvpinit, повна форма звернення до якої: solinit=bvpinit(xinit,yinit,parameters), де:
· parameters – гіпотетичне значення невідомого параметра або вектор гіпотетичних значень невідомих параметрів;
· solinit – структура шуканих значень, в якій окрім компонент solinit.x=xinit і solinit.y=y(i:) використовується ще один компонент: solinit.parameters=parameters.
	Зауважимо, що ім'я невідомого параметра при зверненні до команди bvpinit вибирається довільним чином (наприклад, bvpinit(x0,y0,lambda)), навпаки, ім'я компоненти solinit.parameters завжди визначено.


	Приклад 1. Розв’язати крайову задачу для диференціального рівняння вільних коливань  з граничними умовами  та додатковими параметрами: величина відносної похибки RelTol=1е-4, величина абсолютної похибки AbsTol=1е-7.
	Вихідне диференціальне рівняння замінюємо системою диференціальних рівнянь:

					.
	Завдяки тому, що відшукується наближений розв’язок задачі, можна задати додаткові параметри за допомогою оператора OPTIONS і команди bvpset – відносну та абсолютну похібки:
>> OPTIONS=bvpset('AbsTol',1e–7,'RelTol',1e–4)
OPTIONS = 
          AbsTol: 1.0000e-007
          RelTol: 1.0000e-004
    SingularTerm: []
       FJacobian: []
      BCJacobian: []
           Stats: []
            Nmax: []
      Vectorized: []


	Використання команди linspace дозволяє задати початкові значення (координати) змінної  у вигляді п'яти рівновіддалених точок на інтервалі :
>> xinit=linspace(0,pi,5);

	Початкові значення змінної  задаємо у векторній формі:
>> yinit=[1 1];
	За допомогою команди bvpinit сформуємо структуру solinit, яка використовується для завдання початкових умов для подальшого розв’язання задачі:
>> solinit=bvpinit(xinit,yinit)
solinit = 
    x: [0  0.7854  1.5708  2.3562  3.1416]
    y: [2x5 double]
	Безпосередньо розв’язання крайової задачі відбувається за допомогою вже сформованих m-файлів kr1 і bord:
>> sol=bvp4c(@kr1,@bord,solinit, OPTIONS )
sol =          x: [1x25 double]
         y: [2x25 double]
        yp: [2x25 double]
    solver: ‘bvp4c’
	Для отримання результату у графічному вигляді треба використати послідовність команд:
>> xx=linspace(0,pi/2);yy=deval(sol,xx);plot(xx,yy(1,:)
Вправа 3. Розв’язання крайової задачі для звичайних диференціальних рівнянь за допомогою команд підсистеми Simbolic Math (аналітичний підхід) та чисельними методами у системі MATLAB.

	Розв’язок крайової задачі здійснюється на основі викорисатння аналітичного методу у разі використання команд підсистеми Simbolic Math.
	Приклад. Диференціальне рівняння, що описує процес прогибу простої балки постійного перетину з рівномірно розподіленим навантаженням, має вигляд:

,





де  – прогин балки в перетині з абсцисою ,  – жорсткість на вигин перетину балки,  – інтенсивність навантаження,  – довжина балки.




	Треба розв’язати крайову задачу з граничними умовами  та заданими значеннями параметрів: , , .


	Розв’язання цієї задачи проводиться за допомогою вже відомої команди dsolve [20]. Але на відміну від задачі Коші у вихідних параметрах вказується лише граничні значення шуканої змінної. Для зручності запису в системі MATLAB перепозначимо змінну : . Розв’язування диференціального рівняння здійснюємо наступною процедурою: 
>> y=dsolve('D2y=0.1*x–0.05*x^2','y(0)=0','y(2)=0','x')
y =
–1/240*x^4+1/60*x^3–1/30*x
	З метою проведення аналізу отриманого результату побудуємо інтегральну криву за домогою команди ezplot (див. рис. 6.2):
>> ezplot(y,[0 2])

[image: ]

Рис. 6.2 – Графік розв’язку диференціального рівняння з граничними умовами за допомогою підсистеми Simbolic Math системи MATLAB

	Для порівняння виконаємо розв’язування вихідної крайової задачі за допомогою чисельного алгоритму. Спочатку сформуємо m-файли з метою опису вихідного диференціального рівняння та граничних умов:
function dydx=kr3(x,y)
dydx=[y(2); 0.1*x-0.05*(x^2)];
_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 
function res=bord3(ya,yb)
res=[ya(1); yb(1)];
	Завдання початкових значень здійснюється у формі:
>> xinit=linspace(0,2,5)
xinit =
         0    0.5000    1.0000    1.5000    2.0000
>> yinit=[1 1];
>> solinit=bvpinit(xinit,yinit)
solinit = 
    x: [0 0.5000 1 1.5000 2]
    y: [2x5 double]
	Для розв’язання крайової завдачі використовується вже сформовані раніше m-файли kr3 і bord3:
sol=bvp4c(@kr2,@bord2,solinit);
	Отримати результат у графічному вигляді можна за допомогою послідовності команд:
>> xx=linspace(0,2);
>> yy=deval(sol,xx);
>> plot(xx,yy(1,:)
	Радимо проаналізувати отримані аналітичним і чисельним методами графікі розв’язку крайової задачі і переконатись в тому, що вони не відрізняються.

Практичні завдання 

Виконати наступне завдання :

Розв’язати крайову задачу для звичайного диференціального рівняння (варіанти завдань в табл. 6.1) на основі використання:
0. аналітичного методу;
0. чисельного методу.
Побудувати графіки результатів аналітичного та чисельного розв’язків.

	Таблиця 6.1 – Варіанти до завдання № 1
	№
п/п
	Диференціальне рівняння
	Крайові умови
	Диференціальне рівняння
	Крайові умови

	1
	

	

	

	


	2
	

	

	

	


	3
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	4
	

	

	

	


	5
	

	

	

	


	6
	

	

	

	


	7
	

	

	

	


	8
	

	

	

	


	9
	

	

	

	


	10
	

	

	

	


	11
	

	

	

	


	12
	

	

	

	


	13
	

	

	

	


	14
	

	

	

	




Контрольні питання

1. Визначити поняття крайової задачі і процедури її розв’язання.
1. За допомогою яких команд у системі MATLAB можна розв’язувати крайову задачу?
1. В якій формі задаються початкові умови при розв'язуванні крайової задачі в системі MATLAB?
1. Пояснити синтаксис команди: sol=bvp4c(odefun,bcfun,solinit).
1. Навести етапи розв’язання крайової задачі у системі MATLAB.
1. При розв’язанні крайової задачі які додаткові параметри треба визначати для управління якістю результату?
1. Навести етапи розв’язання крайової задачі за допомогою команд підсистеми Simbolic Math.




Лабораторна робота № 7.

Тема. Розв’язання рівнянь в частинних похідних в системі MATLAB.

Мета роботи: ознайомитись з процедурами розв’язання рівнянь в частинних похідних за допомогою підсистеми PDE (Partial Differential Equation) Toolbox системи MATLAB.

Теоретичний мінімум


	Як відомо, в техніці, і зокрема в автомобільному транспорті, важливе значення мають різні коливальні процеси (механічні і електромагнітні) та теплові процеси. Такі процеси відбуваються у просторі і залежать від часу. Основні закономірності таких явищ і процесів описуються диференціальними рівняннями, які одержали назву рівнянь математичної фізики. Функції, які описують процеси, залежат від чотирьох змінних . Але в деяких випадках задачі можна дещо спростити, а саме звести до задач для функцій двох змінних.
	Нагадаємо, що диференціальними рівняннями в частинних похідних називаються рівняння, в яких невідома функція залежить від багатьох аргументів. 
	В теорії диференціальних рівнянь в частинних похідних досить часто використовуються такі позначення частинних похідних: 


	У багатьох випадках для опису фізичних процесів використовують рівнянь з приватними похідними до другого порядку включно. Так,  наприклад, вивчення вільних коливань різної природи приводить до хвилевих рівнянь вигляду 

					,		(1)






де  – функція, що описує хвильовий процес,  – координати,  – швидкість розповсюдження хвилі в даному середовищі,  – час. Оператор  прийнято позначати значком , який в цьому випадку носить назву оператора Лапласа.
	Процеси розповсюдження теплової енергії описуються рівнянням теплопровідності 

				,			(2)





де  і  – щільність і теплоємність речовини,  – температура,  – коефіцієнт теплопровідності,  – щільність джерел тепла. 
	Аналіз стаціонарних станів, наприклад, статичних теплових, електричних, магнітних полів або деформацій при статичних навантаженнях проводять з використанням рівняння Пуассона 

					,			(3)



де –  – функція, яка описує статичне поле,  – розподілені джерела. Якщо , то з (3) отримуємо рівняння Лапласа:

									(4)


	Не дивлячись на відмінність процесів, що описуються розглянутими рівняннями, і форм їх запису, всі вони можуть бути представлені як окремі випадки узагальненої форми диференціального рівняння другого порядку. 	Розглянемо рівняння другого порядку з двома незалежними змінними  і : 

			,				(5)






де  – деякі функції, які залежать в загальному випадку від  і , причому  і  одночасно не звертаються в нуль. Диференціальні рівняння, що описують фізичні поля, можуть бути нелінійними. Проте на практиці з метою спрощення опису багато завдань розглядаються в лінійному наближенні, коли рівняння з приватними похідними лінійно щодо невідомої функції  і її частинних похідних. 

	На підставі того, що рівнянню (5) можна поставити у відповідність квадратичну форму , по математичній природі розрізняють наступні типи квазілінійних рівнянь: 
1. 
гіперболічний, якщо  – його аналогом є хвильове рівняння (1); 
1. 
параболічний, якщо   – його аналог рівняння теплопровідності (2); 
1. 
еліптичний, якщо  – аналог рівняння Пуассона (3) або Лапласа (4). 
	У задачах, що описуються диференціальними рівняннями в частинних похідних, важливою частиною при формуванні математичної моделі процесу крім самого рівняння є наявність додаткових умов. 







	Для задач з рівняннями гіперболічного або параболічного типу, що містять як незалежну змінну час , умови по змінній  зазвичай формулюються як початкові. Вони описують початковий станпроцесу, що вивчається. По координатах  задають граничні умови. У теплових задачах вони, наприклад, описують розподіл температури на межі розрахунковій області. У завданнях з рівняннями еліптичного типу, які не утримують змінну , використовують тільки граничні умови по координатах ,  і , а саме завдання називають краєвим.



	Якщо краєва умова задається у вигляді розподілу функції  на межі, то цю умову прийнято називати умовою Дирихле. Умову, яка визначає похідну  на границі розрахункової області, називають умовою Неймана,  – одинична нормаль до границі. Умови, які надають собою комбінацію двух вищеназваних, називають змішаними. 
	Приведена класифікація дозволяє визначити загальні підходи до розв’язку диференціальних рівнянь в задачах різних по фізичній суті, але схожих з математичної точки зору. При організації чисельного алгоритму розв’язування математичної моделі, яка представлена у вигляді диференціального рівняння в частинних похідних за додатковими умовами велике поширення набули метод скінчених різниць і метод скінчених елементів, основи якого будуть розглянуті у даній лабораторній роботі.

	Метод скінчених елементів грунтується на тому, що будь–який безперервний розподіл фізичної змінної  в обчислювальної області, наприклад деформацію або температурне поле, можна апроксимувати наборомкусково–безперервних функцій, визначених на кінцевому числі підобластей (кінцевих елементів). Дані елементи мають загальні вузлові точки і в сукупності апроксимують форму області.
	Залежно від геометрії і розмірності задачи використовують різні види скінчених елементів. Найчастіше застосовуються прості елементи – симплекси.
	Кількість вузлів в симплексі на одиницю перевищує розмірність завдання. Для двомірного завдання симплекс–елементом буде прямолінійний трьохвузловий трикутник, а для тривимірних – прямолінійний чотирьохвузловий тетраедр. Широке застосування симплексу обумовлене тим, що вони дозволяють заповнювати розрахункову область довільної форми повністю без розривів, а також на них зручно задавати лінійні поліноми як апроксимуючі функції. 
	Зазвичай для розбиття розрахункової області на елементи використовується спеціальний алгоритм покриття, що забезпечує автоматичну генерацію вузлів (генерацію сітки). 


	Одна з таких процедур працює таким чином. Спочатку проводиться нанесення з деяким кроком вузлів на границю області . Після цього усередині області будується допоміжна крива еквідистантна границі. На криву також наносяться вузли. Почергове з'єднання вузлів на першому і другому контурах дає симплекс. Далі всі операції повторюються до заповнення симплексом всієї області . 
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Рис. 7.1 – Побудова сітки скінчених елементів

До достоїнств методу скінчених елементів, завдяки яким він набув широкого застосування, відносять гнучкість і різноманітність сіток, чітко формалізовані алгоритми побудови дискретних завдань для довільних областей, простота обліку природних краєвих умов. 

Вправа 1. Розвязання крайових задач параболічного типу у системі MATLAB.


	Для розвязання рівнянь та систем рівнянь в частинних похідних параболічного типу з однією просторовою координатою у системі MATLAB існує команда pdepe. Загальний вигляд опису процесу відносно невідомої функції  може бути представлений таким чином:

,			(1.1)










де матриця , вектори  і  залежать від змінних . Матриця  являється діагональною і хоч би один елемент цієї матриці повинен бути ненульовим. Для рівняння теплопровідності вектор  визначає потік, а вектор  описує джерела. Введення параметру  дозволяє розвязувати одновимірні задачі в циліндричній та полярній (), а також сферичній () системах координат.
	Початкові умови визначаються для вектора невідомих:

,
крайові умови задаються у наступному вигляді:

.
	Звернення до команди розвязання систем рівнянь в частинних похідних має вигляд: SOL = pdepe(m,PDE,IC,BC,xmesh,tspan, OPTIONS), де параметр m визначає систему координат: 0 відповідає декартовій системі координат, 1 – циліндричній, 2 – сферичній. Обчислення правої частини розглянутої системи виконується у m–файлі PDE, інформацію про початкові умови вміщує m–файл IC, крайові умови задаються у m–файлі BC.


	Сітка по координаті  на інтервалі  повинна вміщувати не менш ніж три вузли. Ця сітка задається масивом xmesh, який містить вузли у порядку зростання координати.
	Для інтегрування задачі по часу у команді використовуються команди для розвязання задачі Коші (вирішувачі ODE) [44]. Масивом tspan визначається набір тимчасових проміжків, в яких будуть записані розвязки, таких проміжків повинно бути не менш ніж три. 
	Деякі розрахункові параметри можна задати за допомогою додаткового вихідного параметру OPTIONS за допомогою команди odeset (див. лабораторну роботу № 13, вправа № 2, приклад № 5).





	Розвязок виводиться у тривимірний масив SOL, при цьому перший індекс  відповідає проміжку часу , другий індекс  визначає номер вузла , а третій індекс дає номер компоненти вектора розвязків. Таким чином, елемент SOL(i, j, k) дає значення розвязку .

	Звернення до команди обчислення правих частин рівнянь має вигляд: [C,F,S] = PDE(x,t,U,DuDx), де шукані параметри представлені матрицею C та векторами F, S. Початкові умови задаються у формі: U = IC(x). Ініормація про крайові умови формується командою: [Pa,Qa,Pb,Qb] = BC(a,Ua,b,Ub,t), де Ua та Ub – вихідні параметри, що задають значення на кінцях відрізку , t –  час, вихідні параметри надані векторами  на лівому (Pa, Qa) і правому (Pb,Qb) кінцях інтервалу.
	У доданок до команди pdepe існує команда pdeval, яка перераховує розвязок у другу сітку та на виході отримує масив розвязків просторових похідних. Звертання до цієї команди має вигляд: [Uout,DUout] = pdeval(m,x,U,Xout), де U — розвязок, який отриманий на сітці x, Uout і Duout – функція та її просторова похідна на новій сітці Xout.


	Приклад 1. Розвязати рівняння теплопровідності з джерелом (p – параметр): . Початковий розподіл температури: . Надані крайові умови: Дирихлє (першого роду) на лівому кінці та Неймана (другого роду) на правому кінці відрізку.
	Сформуємо m–файл pdeteplo, який буде розв'язувати поставлену задачу:

function pdeteplo
m=0;
a=0;
b=3*pi/2;
p=1;
n=16;xx=linspace(a,b,n);
tt=0:.2:3;
sol=pdepe(m,@pdef1,@icf1,@bcf1,xx,tt,[],p);
u=sol(:,:,1);
subplot(121);
mesh(xx,tt,u);
axis([a b tt(1) tt(end)  0 1.5]);
xlabel('x');ylabel('t');
subplot(122);
plot(xx,u(end,:),'ok');
h=num2str(tt(end),3);
xlabel('x');
ylabel(strcat('u(x,','3)'));
axis tight
	У цьому файлі також записані процедури побудови тривимірної картини теплової дифузії та графіку розподілу температури (див. мал. 17.2).
	Зауважимо, що позначення параметрів не відрізняються від описаних вище параметрів, a, b – відрізок, на якому змінюється змінна x, p – параметр, n – число осередків на відрізку. Змінна xx визначає вузли сітки по x, змінна tt задає тимчасовіпроміжки.
	Сформуємо допоміжні файли (m-файли pdef1, icf1, bcf1), до яких буде звертатися головний m–файл pdeteplo у процесі обчислень. M–файл pdef1 утворює праві частини рівняння:
function [C,F,S]=pdef1(x,t,u,DuDx,p)
C=1;
F=DuDx;
S=–p*exp(–t);
Початкові умови задамо у m–файлі icf1:
function u0=icf1(x,p)
u0=p+sin(x);
Крайові умови – у m–файлі bcf1:
function [Pa,Qa,Pb,Qb]=bcf1(a,ua,b,ub,t,p)
Pa=uaт–p*exp(–t); 
Qa=0;Pb=0;Qb=1;
	Для розв’язання задачі необхідно у командному рядку звернутися до m–файлу pdeteplo:
>> pdeteplo
Після виконання цієї процедури з’являється графічне вікно з двома графікамі.
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Рис. 7.2 Розв’язок рівняння теплопровідності 

Вправа 2. Розвязання диференціальних рівнянь в частинних похідних засобами підсистеми PDE Toolbox.

	Пакет MATLAB містить підсистему PDE Toolbox (від англ. Partial Differential Equation – диференціальне рівняння в частинних похідних). Ця підсистема забезпечує розв’язок диференціальних рівнянь в частинних похідних методом скінчених елементів в двовимірній постановці [20]. Воно включає графічний інтерфейс; інструменти завдання форми рівнянь і граничних умов; процедуру автоматичної генерації сітки кінцевих елементів; засоби для візуалізації отриманого розв’язку і його анімації. Команди PDE Toolbox використовують проекційне формулювання методу скынчених елементів. 
	Кроки розв’язання PDE за допомогою метода скінчених елементів:
1. Визначення геометрії (режим малювання);
1. Завдання граничних умов (режим граничних умов);
1. Вибор коефіцієнтів, які визначають задачу (режим PDE);
1. Дискретизація скінчених елементів (режим сітки);
1. Завдання початкових умов і розв’язання PDE (режим розв’язання);
1. Обработка отриманого розв’язку (режим графіку).
	Підсистема PDE Toolbox є набором спеціальних команд, написаних на мові системи MATLAB. Особливе місце серед всіх команд підсистеми PDE Toolbox займають команди pdetool і pdeinit. При виклику цих команд з робочого вікна системи MATLAB розгортається графічний інтерфейс, який забезпечує розв’язок задачі.
Застосування підсистеми PDE Toolbox підтримує розв’язок різних типів завдань, що описуються диференціальними рівняннями в частинних похідних.
	Запуск додатку до підсистеми PDE Toolbox приводить до появлення на екрані вікна графічного інтерфейсу. У верхній частині інтерфейсу розташовується рядок головного меню, що включає пункти File, Edit та інші. Безпосередньо під головним меню розміщується панель, яка включає інструменти підсистеми PDE Toolbox, список видів завдань Application і покажчик значень координат x і у. Нижче розташовані вікно Set formula (введення формули) і власне графічне вікно для роботи із зображенням розрахункової області. Внизу з’являється інформаційний рядок Info і кнопка Exit (вихід).
Приклад. Розглянемо обчислення коливань тонкої пластини квадратної форми (мал. 7.3), які описуються узагальненим гіперболічним рівнянням вигляду 




Вважаємо, що пластина жорстко закріплена по лівій та правій границях– , а два інших її граничних края вільні, що відповідає умовам . 
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Рис.7.3 Область пластини та визначення границь для завдання відповідних граничних умов

	Обчислення за допомогою PDETool проводимо в наступному порядку. Спочатку встановлюємо вид розрахунку "Generic Scalar" у вікні "Application" (зазвичай  цей режим вибирається за замовченням). 
	На першому етапі необхідно сформувати початкову геометрію (область, в який досліджується задача) завдання в графічному вікні інтерфейсу підсистеми PDE. Геометрія області має втгляд прямокутника R1.
	Зауважимо, що зображення області формуються за допомогою команд  пункту Draw (Малювати) головного меню: 
· Draw Mode – перемикання в режим введення (промальовування) геометрії; Rectangle/square –формування прямокутника або квадрата за допомогою миші починаючи від його верхньої лівої вершини; 
· Rectangle/square (centered) –формування прямокутника або квадрата за допомогою миші починаючи від його центру; 
· Ellipse/circle – формування еліпса або круга за допомогою миші починаючи від верхньої лівої точки; 
· Ellipse/circle (centered) –формування еліпса або круга за допомогою миші починаючи від центру; 
· Polygon – промальовування багатокутника відрізками ламаної лінії, поки вона не стане замкнутою; 
· Rotate – поворот виділених об'єктів навколо деякої точки; 
· Export Geometry Description, Set Formula, Labels. – експорт в базову робочу область системи MATLAB змінних (що описують геометрію). 
	Швидкий виклик деяких з цих команд забезпечують елементи інструментальної панелі.
	Для отримання зображень довільної форми використовуємо рядок "Set formula", що розташований під інструментальною панеллю. У ній можна задати злиття декількох фігур або "відняти" якусь фігуру з іншої. Команди для редагування зображення і настройки графічного вікна містяться в наступних пунктах головного меню. Операція Edit (Правка) містить команди: 
· Undo – відміна останньої дії; 
· Cut – вирізування виділеного геометричного об'єкту і поміщення його в буфер;
· Copy – копіювання виділеного об'єкту і поміщення його в буфер; 
· Paste – вставлення геометричного об'єкту з буфера; 
· Clear – видалення виділеного об'єкту; 
· Select All – виділення всіх геометричних об'єктів.
	Операція Options (Опції) містить команди: 
· Grid – показати / приховати координатну сітку; 
· Grid Spacing – встановити границі і крок сітки; 
· Snap – округлити координати покажчика миші; Axes Limits – встановити  межі координатних осей; 
· Axes Equal – встановити однаковий масштаб по вісях x і у; 
· Turn Off Toolbar Help – вимкнути підказки по інструментальній панелі; 
· Zoom – показати із збільшенням виділену частину моделі; 
· Application – перемикнути на інший вид завдання; 
· Refresh – відновити зображення моделі. 






	Накреслимо зображення пластини в графічному вікні PDETool так, щоб її центр співпав з початком координат () і сторони були рівні , де  – розмір по вісі ,  – розмір по вісі  (див. мал. 17.4). 
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Рис. 7.4. Зображення пластини в графічному вікні PDETool

	Другий етап включає введення граничних умов на граничних сегментах області роз’язання задачі і параметрів рівняння. Визначити умову на будь–якому з сегментів можна, виділивши його подвійним клацанням лівої кнопки миші. Відповідні команди розташовуються в розділах Boundary і PDE головного меню.
	Операція Boundary (Границі) містить команди: 
· Boundary Mode – введення граничних умов; 
· Specify Boundary Conditions. – введення параметрів граничних умов;  
· Show Edge Labels – показ номерів граничних сегментів;
· Show Subdomain Labels – показ номерів зон; 
· Remove Subdomain Border – видалити межу зон; 
· Remove All Subdomain Borders –  видалення границі зон; 
· Export Decomposed Geometry, Boundary Cond’s. – експорт в робочу область системи MATLAB змінних для опису граничних умов. 
	Операція PDE (Рівняння) містить команди: 
· PDE Mode – перемикання в режим введення параметрів рівняння; 
· Show Subdomain Labels – показати номери зон; 
· PDE Specification. – введення параметрів (коефіцієнтів) рівняння; 
· Export PDE Coefficients. – експорт в базову робочу область змінних PDE, що описують коефіцієнти в обчислювальній області. 

	Перехід до виконання цих команд також забезпечується елементами інструментальної панелі  – граничні умови і PDE – параметри рівняння. 


	У нашому прикладі задаватимемо граничну умову Дирихле:  на лівій і правій сторонах області прямокутника. На двох інших сторонах приймемо умову Неймана: . 

	Задамо параметри рівняння за допомогою виклику через меню або панель інструментів діалогово вікна "PDE Specification". Вкажемо, що завдання описується рівнянням гіперболічного типу (Hyperbolic), і введемо відповідні коефіцієнти . Для введення умови на відповідному сегменті границі необхідно цей сегмент виділити і відкрити діалогове вікно операції "Boundary Condition". У вікні слід встановити перемикач в режим Dirichlet або Neuman і задати числові параметри.
На наступному етапі формується сітка скінчених елементів (див. рис. 7.5). Пункт Mesh (Сітка) головного меню включає наступні команди для роботи з сіткою: esh Mode – перемикання в режим побудови сітки; 
· Initialize Mesh – генерація  сітки; 
· Refine Mesh – згущення сітки; 
· Jiggle Mesh – регулярізація сітки в межах встановленої величини; 
· Undo Mesh Change – відміна останню зміну сітки; 
· Display Triangle Quality – відображення в кольорі показник регулярності кінцевих елементів; 
· Show Node Labels – показ номерів вузлів; 
· Show Triangle Labels – показ номерів скінчених елементів; 
· Parameters – встановлення параметрів генератора сітки; 
· Export Mesh – експорт сітки в базову робочу область. 
[image: ]

Рис. 7.5. Сітка скінчених елементів 

	Задамо параметри розв’язання і початкові умови:

.
Для цього скористаємося діалоговим вікном "Solve Parameters", яке можна відкрити вибравши пункти меню Solve – Parameters. Початкова деформація пластини при t = 0



	Вибераємо крок і верхню границю часу розв’язання. Для параметра Time вводимо рядок "0:0.1:10". Таким чином, обчислення виконуватиметься за часом в межах від  до з кроком .
	Початкові умови також записуються з урахуванням особливостей мови пакету MATLAB. Початкова деформація вказується рядком atan(cos(pi*x/2)), 
а перша похідна рядком 3*sin(pi*x).*exp(sin(pi*y/2)).
	Відносну і абсолютну погрішність приймаємо рівними відповідно 0,01 і 0,001(величини цих значень встановлюються за замовчуванням). 
	Формуємо сітку і будуємо графічні параметри розв’язку за допомогою діалогового вікна "Plot Selection".

	Заключний етап – запуск процедури розв’язання задачі. Після закінчення обчислень в графічному вікні інтерфейсу PDEToolbox відображається деформація пластини у момент часу  (див. рис.. 7.6), а в додатковому вікні – анімація коливань пластини (фрагмент анімації див. на рис. 7.7).

[image: ]


Рис. 7.6 Деформація пластини у момент часу 

[image: ]


Рис. 7.7 Зображення пластини в процесі коливання в момент часу 









Практичні завдання

Виконати наступні завдання :


Завдання 1. Визначити розподіл температури  на тонкій пластині прямокутної форми на основі розв’язання рівняння Лапласа:

		. 

0


Г4
Г1
Г3
Г2








	Знайти можливий розподіл . Розміри ,  і граничні умови вказані в таблиці 7.1.


	Таблиця 7.1 – Варіанти до завдання 1
	№
п/п
	Варіанти завдань розмірів геометричної області та виду граничних умов моделі

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	
, мм
	24
	25
	60
	30
	25
	24
	40

	
, мм
	10
	15
	48
	20
	15
	10
	30

	Т(Г1), бС
	20
	
25+60
	
	
15+80
	
80–70
	
	
35+30

	Т(Г2), бС
	
20+80
	
	
80–80
	
	
	
75–75
	

	Т(Г3), бС
	
	
25+60
	
	
15+80
	
80–70
	
	
35+30

	Т(Г4), бС
	
20+80
	
	
80–80
	
	
	
75–75
	



Завдання 2. Пластина прямокутної форми з вирізом на одній із сторін жорстко закріплена по краях і рівномірно навантажена за площею. 




R

Рис. 7.8 Форма області

Прогин пластини визначається з рівняння Пуассона:

,




де  – жорсткість вигину,  – модуль пружності,  – товщина пластини,  – коефіцієнт Пуассона. 






	Треба розрахувати прогин  по даним, що приведені у таблиці: ,  – розміри пластини;  – радіус вирізу;  – навантаження. Гранична умова .

	Таблиця 7.2 Варіанти до завдання № 1
	№№
п/п
	Варіанти завдань розміру та величин параметрів моделі

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7

	
, мм
	180
	150
	200
	120
	180
	180
	160

	
, мм
	65
	75
	140
	100
	90
	100
	80

	
, мм
	25
	15
	40
	45
	35
	30
	40

	
, мм
	2
	5
	4
	6
	5
	2
	4

	
, Н
	

	

	

	

	

	

	


	
, Н/м2
	40
	70
	140
	50
	120
	60
	80

	

	0,3
	0,3
	0,28
	0,33
	0,3
	0,28
	0,33



Контрольні питання

1. Приведіть класифікацію диференціальних рівнянь в частинних похідних залежно від їх математичної природи і фізичної сутності.
1. Якого вигляду граничні умови використовуються при формуванні математичной моделі на основі використання диференціальних рівнянь в частинних похідних? 
1. Визначить особливості чисельного розв’язання ДРЧП еліптичного, гіперболічного і параболічного типу? 
1. У чому полягають переваги методу скінчених елементів? 
1. Поясніть структуру команди, що існує у системі MATLAB для розв’язання рівнянь та систем рівнянь в частинних похідних параболічного типу з однією просторовою координатою?
1. Поясніть синтаксис SOL = pdepe (m, PDE, IC,BC, xmesh, tspan, OPTIONS).
1. Який метод лежить в основі розв’язання диференціальних рівнянь та систем рівнянь у частинних похідних за допомогою підсистеми PDEToolbox?
1. Визначте кроки розв’язання диференціальних рівнянь у підсистемі PDEToolbox.
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