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Завдання 1. 2.1.2. Задача о релаксации начального возмущения температуры в бесконечной среде

Разложим вектор начальных значений a0 по собственным векторам:

a0=(1X1+(2X2+(3X3 ,
где  (i=(Y i , a0 ),  i=1,2,3.

Тогда решение системы (2.3) будет иметь вид:
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(2.6)

Выполним обратное преобразование Фурье:
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Получим решение для мгновенных источников [18, 21]:
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(2.7)

Здесь введены функции Грина, соответствующие гидродинамическим модам (2.4), (2.5). Функция 
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(2.8)

описывает релаксацию за счет диссипативного механизма теплопроводности, а функции
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(2.9)

описывают релаксацию, обусловленную распространением звука.

Завдання 2.   2.1.3. Задача о включении потока тепла на отрезке

Решим систему (2.1) на отрезке 0 ( x ( l, при 0 ( t ( ( с граничными условиями:
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(2.10)
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Используя решение (2.7) и метод изображений источников, получим выражения, которые связывают решение на отрезке с решением задачи о точечных источниках [18, 21]:
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(2.11)
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Примеры расчетов по формулам (2.11) приведены на рис.2.1, 2.2.
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Рис.2.1. Распределение температуры на отрезке, на одном конце которого постоянный источник тепла, а на другом – поддерживается постоянная температура. Непрерывная линия – зависимость температуры от расстояния. Пунктирная линия – звуковая мода. Штрих-пунктирная линия – диссипативная мода. Точечная линия – решение стандартного уравнения теплопроводности.
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Рис.2.2 Распределение плотности вещества на отрезке, на одном конце которого постоянный источник тепла, а на другом – поддерживается постоянная температура. Непрерывная линия – зависимость плотности от расстояния. Пунктирная линия – звуковая мода. Штрих-пунктирная линия – диссипативная мода.
Завдання 3.  3.1 Система уравнений гидродинамики для сверхтекучих растворов 
Для сверхтекучих растворов 3Не -4Не в одномерном случае при произвольных температурах с учетом диффузии и термодиффузии  исходной является линеаризованная система уравнений [2] в одномерном случае:
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                (3.1)

где D, kT – коэффициенты диффузии и термодиффузии соответственно, q – тепловой поток, имеющий вид 
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(3.2)

g – поток примесей
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(3.3)

При этом предположим, что полный поток массы равен нулю, а давление является постоянной величиной. Такое приближение с одной стороны, соответствует быстрой релаксации в моде первого (обычного) звука, а с другой стороны можно трактовать как несжимаемость гелия.

Тогда из системы (3.1) получим систему
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(3.4)

 Подставив выражение для dvn во второе уравнение системы (3.1), получим :
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Тогда учитывая выражение для dvs, и преобразуя дифференциал 
[image: image21.wmf])
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 также, как это было сделано в первом разделе (п.2.2.2), из первого уравнения системы (3.1) получим:
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Подставив последнее равенство в третье уравнение системы (3.1), и заменяя vn на w, получим:
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Подставив выражения (3.2),(3.3) для g и q, распишем слагаемое 
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Подставив выражение для 
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и приведя подобные, получим:
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В терминах наших обозначений  : 
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Тогда, выбрав в качестве независимых переменных w(x,t), с(x,t), T(x,t), можно переписать систему (3.1) в виде:
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(3.5)

Завдання 4.   3.2. Собственные значения и векторы системы уравнений для сверхтекучих растворов

Исследуем решение системы (3.5) в неограниченной области, предполагая, что отклонения макроскопических переменных от равновесных значений стремятся к нулю на больших расстояниях. Тогда можно определить преобразование Фурье для w(x,t), с(x,t), T(x,t):

Тогда, из системы (3.5) получим систему для Фурье компонентов:
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(3.6)

Введем в рассмотрение трехмерное пространство векторов, координаты которых соответствуют гидродинамическим переменным:
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Тогда система (3.6) может быть записана в виде дифференциального уравнения 
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с начальным условием :
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Матрица системы (3.6) имеет вид:


[image: image37.wmf]÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

-

-

-

-

-

-

=

V

T

V

T

V

T

s

n

n

q

C

T

Dk

q

C

Dk

q

C

S

T

iq

T

k

D

q

D

q

c

iq

S

iq

c

iq

M

0

0

2

2

0

2

0

0

0

0

2

2

0

0

0

0

0

z

r

c

z

r

r

r

r

r

r

r

z

r

.

Найдём собственные значения (i  (i=1, 2, 3) этой матрицы из соотношения


[image: image38.wmf]0

0

)

det(

0

0

2

2

0

2

0

0

0

2

0

0

0

0

=

-

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

i

V

T

V

T

V

i

s

n

n

i

i

q

C

T

Dk

q

C

Dk

q

C

S

T

iq

D

q

c

iq

S

iq

c

iq

I

M

l

z

r

c

z

r

r

r

l

r

r

r

r

z

r

l

l

.

( Здесь I – единичная матрица).

Раскрыв детерминант, получим
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Как уже говорилось в первом разделе, в преобразовании Фурье существенными являются коэффициенты только с малыми значениями параметра q. Следовательно, можно ограничиться рассмотрением собственных значений  в пределе q( 0.

Тогда получим три собственных значения в виде:
(1,2= ( iu2q - (s q2,
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Первые два собственных значения соответствуют моде второго звука, скорость которого определяется величиной 
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 (2.20). Знаки плюс-минус в соотношении для (1,2 определяют направление распространения звука в одномерном случае, а коэффициенты перед квадратом волнового вектора определяют диссипативные свойства той или иной моды. Коэффициент (s представляет собой коэффициент поглощения второго звука, 
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а коэффициент Deff – коэффициент эффективной диффузии
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Найденные собственные значения совпадают с результатами работ [3, 116], в которых основной целью было вычисление скорости и поглощения второго звука и определение коэффициента эффективной диффузии. В диссертации основной целью является изучение процессов релаксации в растворах, то есть описание пространственной и временной зависимостей начальных возмущений при заданных граничных условиях. Для решения этой задачи необходимо получение не только собственных значений , но и определение собственных векторов матрицы системы уравнений. Так как матрица 
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 – неэрмитова, то её левые и правые собственные вектора отличаются. Находятся они из соотношений: MqXi=(iXi, YiMq=(iYi, (i=1,2,3) и при q( 0 выглядят следующим образом [14,19]:

левый собственный вектор (вектор-строка)
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и правый вектор (вектор - столбец) 
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Компоненты собственных векторов определяют соотношения между амплитудами параметров в каждой из мод и находились ранее с точностью q0, поэтому полученное решение не удовлетворяло исходной системе уравнений с требуемой точностью. Здесь мы вычислили собственные значения и вектора с одинаковой точностью и устранили несогласованность системы с решением.

Найденные собственные векторы и соответствующие им собственные значения матрицы 
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 позволяют решить систему (3.6). Разложив начальный вектор по собственным векторам, получим решение следующего вида
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(3.7)

Здесь (i=(Y i , a0), i=1,2,3. Нормы векторов Х1 ,Х2, Х3. имеют следующий вид:
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Завдання 5.   
3.3 Задача о релаксации начального возмущения температуры в бесконечной одномерной среде

Решим систему (3.5) для начального возмущения температуры. Тогда начальное условие будет выглядеть следующим образом:
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Найдем коэффициенты (i (i=1,2,3) разложения a0 по собственным векторам.
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Подставив полученные выражения, а также нормы векторов в (3.7), получим решение системы (3.6)
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Выполним обратное преобразование Фурье. Получим решение системы (3.6) для начального возмущения температуры: 
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(3.8)

Так как собственные вектора вычислены с большей точностью, то решение представляет собой комбинацию не только функций Грина, но и производных от функций Грина. Функция 
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описывает релаксацию за счет диссипативного механизма теплопроводности, а функция
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описывают релаксацию, обусловленную распространением второго звука.


[image: image58.wmf]0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

0.06

-5

0

5

10

15

20

25

30

35

 

 

T, a. u.

x, m


Рис. 3.1. Распределение температуры в бесконечной одномерной среде от точечного мгновенного источника тепла. T0=0.08 K, c0=0.1, t=0.001 c. Левый пик соответствует вкладу диссипативной моды, а правый пик – вкладу звуковой моды. Пунктирная линия – вклад добавочных членов, штрих-пунктирная линия - распределение температуры без учета добавочных членов .

На рис.3.1. приведен пример расчета по формулам (3.8) распределения температуры в бесконечной одномерной среде от точечного мгновенного источника тепла.

Завдання 6.  
 Диссипативная часть скорости относительного движения нормальной и сверхтекучей компонент скорости w(x,t)

При решении получены выражения для диссипативной части скорости относительного движения нормальной и сверхтекучей компонент скорости w(x,t)
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Ранее диссипативная часть w(x,t) считалась равной нулю. Примеры расчетов по этим формулам  приведены на рис.3.2.

[image: image60.wmf]0.00

0.03

0.06

0.09

0.12

0.15

-200

0

200

400

600

800

 

w,  a.u.

 

x, a.u.


Рис. 3.2. Пример распределения скорости относительного движения нормальной и сверхтекучей компонент скорости w(x,t) в бесконечной одномерной среде. (T0=0.1 K, c0=0.1, t=0.01 c) Левый пик соответствует диссипативной моде, а правый пик – вкладу звуковой моды. Пунктирная линия – вклад добавочных членов, штрих-пунктирная линия - распределение w(x,t) без учета добавочных членов .
Как видно из выражения (3.8) для температуры, относительный вклад диссипативной диффузионной моды и второго звука зависит от соотношения 
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 диссипативная мода дает основной вклад в релаксацию температуры, а в случае 
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 мода второго звука дает основной вклад в релаксацию [13]. На рис.3.3 представлен пример распределения температуры при начальном возмущении температуры при 
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. Центральный пик соответствует диссипативной моде, а левый и правый пики – моде второго звука.
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Рис.3.3 Распределение температуры в бесконечной одномерной среде при начальном возмущении температуры. Пунктирная линия - 
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, непрерывная линия - 
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Завдання 7.   

3.4 Задача о релаксации начального возмущения концентрации в бесконечной среде

Решим систему (3.5) для начального возмущения концентрации. Для этого нужно использовать начальные условия вида:
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В этом случае вектор начальных значений равен 
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Найдем коэффициенты (i (i=1,2,3) разложения a0 по собственным векторам.
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Подставив полученные выражения, а также нормы векторов в (3.7), получим решение системы (3.6)
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Сделаем обратное преобразование Фурье. В этом случае решение системы (3.5) выглядит так [20]:
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Здесь 
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 Как видно из (3.9) относительный вклад диссипативной диффузионной моды и второго звука зависит от того же соотношения 
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 основной вклад в релаксацию концентрации дает диссипативная мода, а в случае, когда 
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 релаксация в основном обусловлена распространением второго звука. 

На рисунке 3.4 представлен пример распределения концентрации при мгновенном возмущении концентрации при 
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. Центральный пик соответствует диссипативной моде, а левый и правый пики – моде второго звука.
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Рис.3.4 Распределение концентрации в бесконечной одномерной среде при начальном возмущении концентрации. Пунктирная линия - 
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, непрерывная линия - 
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Завдання 8.   
3.5. Вычисление второго звука в жидкостях с произвольной степенью вырождения
Чтобы рассматривать различные экспериментальные условия необходимо вычислить 
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 при произвольном соотношении между температурой 
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 и фермиевской температурой 
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 в системе квазичастиц 3He. Мы исходили из уравнения
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где 
[image: image88.wmf]3

3

3

4

n

S

S

S

S

¶

¶

-

+

=

, 
[image: image89.wmf]3

4

V

V

V

C

C

C

+

=

, 
[image: image90.wmf]i

S

 - энтропия, СVi - теплоемкость при постоянном объеме, Pf  - осмотическое давление квазичастиц 3Нe. Нижний индекс 4  соответствует термодинамическим параметрам 4Нe, индекс 3 соответствует термодинамическим параметрам 3Нe.

Термодинамические параметры для 4Нe мы взяли из [123], а параметры для 3Нe находили следующим образом. Сначала мы вычислили химический потенциал
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 из уравнения для плотности частиц газов:
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[image: image93.wmf]3
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 мы нашли из известного термодинамического соотношения d(=SdT+Nd(., где термодинамический потенциал ( находится из известного соотношения
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Остальные параметры и их производные мы нашли из известных термодинамических соотношений [124].

Используя полученные результаты, мы построили зависимость 
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, а при высоких температурах (
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На рис.3.6, 3.7 показаны примеры такой зависимости  при 
[image: image103.wmf]%

1

.

0

=

X

 и 
[image: image104.wmf]%

8

.

9

=

X

.


[image: image105.wmf]0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

0

200

400

600

800

1000

1200

u

2

, m

2

/s

2

 T, K


 Рис.3.6. Зависимость 
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Рис.3.7. Зависимость 
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 от температуры при x=0.1% .Пунктирная линия - 
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На рис.3.8 показаны линии постоянного отношения 
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 в плоскости XT, где X - числовая концентрация раствора. С их помощью можно определить условия с требуемым соотношением между 
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Рис.3.8 Линии постоянного отношения между 
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Таким образом, при низких температурах (
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, и при таких условиях тепло переносится в основном диффузионной модой, а 3He – вторым звуком, а при высоких температурах (
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, и при таких условиях тепло переносится в основном вторым звуком, а 3He – диффузионной модой.

Также мы исследовали скорость второго звука в зависимости от концентрации 3He. Примеры таких зависимостей приведены на рис.3.9, 3.10. Как видно из рисунков при достаточно высоких температурах (Т>1K) примеси увеличивают скорость второго звука, а при низких температурах уменьшают.
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Рис.3.9. Зависимость скорости второго звука от температуры. Непрерывная линия-раствор с концентрацией 3He 0.1%, пунктирная линия -  чистый гелий. 
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Рис.3.10. Зависимость скорости второго звука от температуры. Непрерывная линия-раствор с концентрацией 3He 10%, пунктирная  линия -  чистый гелий. 

Завдання 9.   
3.6 Задача о включении потока тепла

Решим систему (3.5) на отрезке с включенным тепловым потоком на одном конце и постоянной температурой на другом. Граничные условия в этом случае имеют вид
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Последнее условие соответствует тому, что полный поток растворенных частиц равен нулю [58]. Величина Q(x,t) определяет собой поток тепла:
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В стационарных условиях поток тепла пропорционален градиенту температуры (т.к. рассматривается одномерный случай, то это просто производная температуры по координате) 
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где (eff – эффективная теплопроводность, которая выражается формулой
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Для решения системы воспользуемся преобразованием Лапласа по временной переменной 
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Лаплас-образ системы (3.5) будет иметь вид:
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(3.10)

а Лаплас-образ граничных условий имеет вид


[image: image136.wmf]p

Q

p

x

Q

0

)

,

0

(

=

=

, 

[image: image137.wmf],

0

)

,

(

=

=

p

l

x

T

 

[image: image138.wmf].

0

0

0

0

=

ú

û

ù

ê

ë

é

=

=

=

+

l

x

x

v

c

g

n

r


В полученной системе (3.10) избавимся от w(x,p).
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В результате получим следующую систему из двух уравнений
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(3.11)

где
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Приведем систему (3.11) к виду 
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(3.12)

где F и G – новые независимые переменные. 
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(1  , (2  имеют вид
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(1,(2  выражаются формулой 
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При разложении по малым (, (i, (i  (i=1,2) получим:
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Тогда решение системы (3.12) будет иметь вид
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Решение системы (3.11) будет иметь вид:
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(3.13)
Найдем F i, G i (i=1,2). Для этого подставим решение в граничные условия. В результате получим систему линейных уравнений
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(3.14)

Сделаем замену переменных
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Тогда система (3.14) преобразуется к виду
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Решение системы (3.14) имеет вид
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Выразим Fi, Gi через Xi, Yi (i=1,2). Получим
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Подставим полученные выражения в (3.13). Тогда решение системы (3.10) будет иметь вид
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(3.15)
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Здесь введены следующие обозначения
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(3.16)

Обратное преобразование Лапласа было сделано с помощью теории вычетов. Полученное решение имеет вид:
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Для c(x,t) и w(x,t) выражения аналогичны.

Как видно из (3.15), (3.16) вычеты находятся в точках рi, удовлетворяющих условиям
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(3.17)

Как видно из (3.17) вычеты в точках pi и pj находятся легко. Уравнение для zz аналитически решить невозможно. Мы решали его численно [35]. Для нахождения действительных вычетов использовался метод дихотомии. Для нахождения комплексных вычетов использовался более сложный алгоритм, но также с использованием метода дихотомии. При этом вклад действительных вычетов соответствует вкладу диссипативной моды, а вклад комплексных (пар комплексно-сопряженных) вычетов соответствует вкладу моды второго звука [15]. На рис.3.11-3.13 представлены зависимости температуры, концентрации и скорости относительного движения нормальной и сверхтекучей компонент, когда вклады диссипативной моды и моды второго звука сравнимы между собой. 

На рис. 3.11 представлен пример зависимости температуры от времени в середине отрезка, полученный с помощью преобразования Лапласа (один действительный вычет и 2 комплексно-сопряженных вычета) и численное решение (с помощью метода конечных разностей). Наблюдается хорошее согласие между результатами различных методик.
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Рис.3.11. Зависимость температуры от времени в середине отрезка. Непрерывная линия – численное решение, пунктирная линия – решение  с помощью преобразования Лапласа, точечная линия – вклад моды второго звука,штрих-пунктирная линия – вклад диссипативной моды.

На рис. 3.12 представлен пример зависимости концентрации от времени в середине отрезка, полученный с помощью преобразования Лапласа (один действительный вычет и 2 комплексно-сопряженных вычета) и численное решение (с помощью метода конечных разностей). Наблюдается хорошее согласие.

На рис. 3.13 представлен пример зависимости скорости относительного движения нормальной и сверхтекучей компонент от времени в середине отрезка, полученный с помощью преобразования Лапласа (один действительный вычет и 2 комплексно-сопряженных вычета) и численное решение (с помощью метода конечных разностей). Наблюдается хорошее согласие между результатами различных подходов.
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Рис.3.12. Зависимость концентрации от времени в середине отрезка. Непрерывная линия – численное решение, пунктирная линия – решение  с помощью преобразования Лапласа, точечная линия – вклад моды второго звука, штрихпунктирная линия – вклад диссипативной моды.
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Рис.3.13. Зависимость скорости относительного движения нормальной и сверхтекучей компонент от времени в середине отрезка. Обозначения те же, что на Рис.3.12.

Как уже было сказано выше, относительный вклад диссипативной моды и моды второго звука зависит от отношения 
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. При высоких концентрациях 3He для любых температур основной вклад в релаксацию будет давать диссипативная мода, а чем ниже концентрация 3He, тем больше будет вклад моды второго звука. Пример зависимости температуры от времени в середине отрезка, когда вкладом моды второго звука можно пренебречь представлен на рис.3.14. Отметим, что в таком случае достаточно одного действительного вычета для хорошего описания температуры [35]. Концентрация 3He здесь 10%.

На рис.3.15 представлен пример зависимости температуры от времени в середине отрезка, когда вкладом диссипативной моды можно пренебречь. В этом случае достаточно пары комплексно-сопряженных вычетов для хорошего описания температуры. Концентрация 3He здесь 0.01%.
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Рис.3.14. Зависимость температуры от времени в середине отрезка,в случае когда основной вклад в релаксацию дает диссипативная мода. Непрерывная линия – численное решение, пунктирная линия – решение  с помощью преобразования Лапласа(один вычет). 
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Рис.3.15. Зависимость температуры от времени в середине отрезка, в случае, когда основной вклад в релаксацию дает мода второго звука. Непрерывная линия – численное решение, пунктирная линия – решение  с помощью преобразования Лапласа (один вычет). 
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Завдання 10.   
3.8. Задача о периодическом нагревателе

Найденные в предыдущих разделах диссертации отношения между амплитудами температуры или концентрации не дают полной картины в задачах о периодических источниках тепла, помещенных в гелий. Дело в том, что потоки тепла, определяются не столько отношением между амплитудами, сколько скоростями распространения возмущений по гелию. Для выяснения вопроса о том, какая из мод вносит больший вклад в распространение тепла, была решена следующая задача.

Рассмотрим систему (3.5) в бесконечной одномерной среде с периодическим источником мощности 
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где ( - частота источника, Q0 - поток тепла в источнике. Тогда систему уравнений гидродинамики можно записать в виде
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В этом случае отклонение температуры Tcos(x,t) можно выразить через решение для начального возмущения температуры (3.8)
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(3.18)

Рассмотрим случай высоких температур и относительно низких концентраций, когда преобладает мода второго звука. Пример такой зависимости представлен на рис. 3.17 а). Такое поведение согласуется с известным фактом о том, что в чистом гелии II отклонение температуры от равновесного состояния передается только вторым звуком [2]. Таким образом, в случае, когда доминируют тепловые возбуждения, механизм релаксации температуры сходен с механизмом релаксации в случае чистого гелия. Это также согласуется с результатами, полученными в п. 3.5 данной работы, где было установлено, что соотношение между вкладом второго звука и чисто диссипативной моды зависит от соотношения 
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 и в случае высоких температур и низких концентраций имеет место неравенство 
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, что соответствует преобладанию моды второго звука. Противоположный предельный случай 
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 реализуется при низких температурах и высоких концентрациях, когда количество тепловых возбуждений низко и температура ниже, чем температура Ферми газа примесей. В этом случае отклонение температуры переносится диссипативной модой. Пример такой зависимости приведен на рис. 3.18 (а). (На рис. 3.18 (а) мы берем «промежуточные» концентрации для того, чтобы мода второго звука была видима). В указанных условиях сверхтекучие растворы 3Не-4Не можно рассматривать как газ квазичастиц 3He и отклонения температуры в них описываются классическими уравнениями [image: image194.wmf](
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Рис.3.17. Зависимости а) температуры и б) теплового потока от расстояния до периодического источника тепла. Сплошная и пунктирная линии чисто диссипативная мода и мода второго звука соответственно при T0 = 1.4 K, c0 = 2.0 10-4, t = 0.87с.
Cитуация, когда вклады обеих мод сопоставимы, показана на рис. 3.19 а). Это соответствует случаю, когда количество тепловых возбуждений и количество примесей сравнимо, и соотношение 
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Однако, в сверхтекучих растворах гелия, из-за их необычной природы, эволюция температуры не определяет полностью тепловые потоки и, в некоторых случаях, даже не дает вклад в перенос тепла. Тепловой поток в сверхтекучих растворах определяется не только градиентом температуры, но и гидродинамическими потоками, и градиентом концентрации. Далее, рассмотрим потоки тепла, определяемые периодическими источниками тепла. Выражение для потока тепла имеет вид
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(3.19)

Сначала рассмотрим случай высоких температур и низких концентраций. В этом случае, в отличие от релаксации температуры, тепловой поток переносится диссипативной модой. Это объясняется тем, что тепло переносится гидродинамическим движения со скоростью w. Пример такой зависимости представлен на рис. 3.17 b).
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Рис. 3.18 а). Зависимости температуры от расстояния до периодического источника тепла. Сплошная и пунктирная линии чисто диссипативная мода и мода второго звука соответственно при T0 = 0.01 K, c0 = 10-4, t = 1.0 с.
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Рис. 3.18 б). Зависимости теплового потока от расстояния до периодического источника тепла. Сплошная и пунктирная линии чисто диссипативная мода и мода второго звука соответственно при T0 = 0.01 K, c0 = 10-4, t = 1.0 с.

В противоположном предельном случае получаются условия, при которых тепло переносится вторым звуком. Это сверхнизкие температуры и достаточно низкие концентрации. Пример такой зависимости представлен на рис. 3.18 б). 

При промежуточных концентрациях и любых температурах вклады диссипативной моды и моды второго звука сравнимы. Пример   такой зависимости представлен на рис. 3.19 б). 
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Рис.3.19. Зависимость потока тепла от расстояния до периодического источника тепла. Непрерывная линия – зависимость теплового потока от расстояния. Пунктирная линия – диссипативная мода, штрих-пунктирная линия – мода второго звука
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