Лекция 3. Теорема о сведении пространственных скалярных краевых задач для скрученных цилиндров к двухмерным. Уравнения эллиптического типа с переменными коэффициентами
Известно, что осесимметричные трехмерные поля, поля в цилиндрических телах большой протяженности, поля на тонких поверхностях при определенных условиях могут рассматриваться как двухмерные.

Ниже описан еще один класс пространственных краевых задач математической физики, которые сводятся к двухмерным. 


Рассмотрим бесконечный скрученный цилиндр (Рис.1),  нормализованное уравнение которого имеет вид:
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Рис.1. Фрагмент скрученного цилиндра сложного поперечного сечения

Ниже  приведены формулировки краевых задач: двухмерных (Задачи А) и трехмерных  (Задачи В) и доказана теорема, устанавливающая связь между их решениями.

Задачи А. 


Найти решение уравнения


[image: image4.wmf](

)

(

)

kj

jk

k

j

k

jk

j

A

A

x

x

f

u

x

x

C

x

u

A

x

Au

=

=

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

¶

¶

-

º

å

=

;

,

,

2

1

2

1

2

1

,

,

(1)

где 
[image: image5.wmf]2

1

2

22

2

1

2

21

12

2

2

2

11

1

;

;

1

x

A

x

x

A

A

x

A

a

a

a

+

=

-

=

=

+

=

 в области  
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, которая является сечением скрученного цилиндра, с граничными условиями одного из трех видов или их комбинацией (для смешанных задач):
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(4)
Задачи В.

Найти решение уравнения 
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в области 
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, которая является бесконечным скрученным цилиндром, где 
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с граничными условиями одного их трех видов или их комбинацией (для смешанных задач):
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где  
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Теорема. Если 
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 есть решение уравнения (1) в области 
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 с граничными условиями одного из трех видов (2)-(4) или их комбинаций, то 
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 является решением уравнения (5) в области 
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 с граничными условиями одного из трех видов (6)-(8) или их комбинаций  соответственно.

Доказательство. Подставим  в  (5)-(8) функцию
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, выполняя следующие вычисления.
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Оператор (9) можно представить в виде:
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где 
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 с учетом нормализованности функции 
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В итоге  приходим   к эллиптическому уравнению второго порядка (1) с двумя независимыми переменными  
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 и  граничными условиями (2)-(4), для которого 
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 является решением. Теорема доказана.


Переход от постоянных коэффициентов к переменным создает серьезные трудности при использовании таких методов, как метод интегральных уравнений или метод функции Грина, и, особенно, при отыскании элементарных частных решений. Но для большинства вариационных методов, в том числе и для энергетического, переход к переменным коэффициентам не связан с заметными дополнительными трудностями, и результаты с соответствующими изменениями, переносятся на уравнения эллиптического типа с переменными коэффициентами.


Будем рассматривать уравнение
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при краевых условиях одного из трех типов
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где 
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здесь S — граница некоторой конечной области 
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 — внешняя нормаль к S. По аналогии со случаем уравнения Лапласа краевую задачу для уравнения (11) при условиях (12), (13) или (14) называют соответственно задачей Дирихле, смешанной задачей или задачей Неймана. Выбор специального вида уравнения (11) (общее уравнение второго порядка к этому виду не приводится) объясняется тем, что при любом из краевых условий (12), (13) или (14) оператор 
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 оказывается симметричным. Действительно, по формуле Грина
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Если обе функции удовлетворяют условию (12) или условию (14), то функция под знаком поверхностного интеграла очевидным образом обращается в нуль. Если же обе функции удовлетворяют условию (13), то на 
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Умножая первое равенство на 
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, второе на 
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 и вычитая, найдем, что
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так что и в этом случае функция под знаком интеграла по 
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 исчезает. Итак, во всех случаях правая, а следовательно, и левая часть равенства (15) обращается в нуль:
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а это значит, что оператор 
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 симметричен на соответствующих множествах функций.


Оператор 
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, а с ним и уравнение (11), называется эллиптическим в замкнутой области 
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на коэффициент С никаких ограничений не накладывается.


Это определение остается в силе и для общего линейного дифференциального оператора второго порядка
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и для соответствующего дифференциального уравнения; название эллиптического в замкнутой области естественно сохраняется за оператором L, если у последнего изменить знаки его коэффициентов, так что вместо (4.16) мы будем иметь неравенство
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Рассмотрим для примера оператор (4.9)
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Здесь 
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Левая часть формулы (16) в данном случае имеет вид
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Отбросив последнее слагаемое справа, получим
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Независимо от значений 
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 неравенство (16) выполняется с постоянной 
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. Отсюда следует, что наш оператор эллиптический в любой области изменения переменных 
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Выясним условия, обеспечивающие положительную определенность оператора (11) на каждом из множеств функций, удовлетворяющих краевому условию (12), (13) или (14); как мы знаем, это гарантирует как существование обобщенного решения соответствующей краевой задачи, так и возможность приближенного вычисления этого решения. Во всех случаях будем предполагать, что 
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 имеют вид (18).


По формуле Грина
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Если дано краевое условие (12) или (14), то поверхностный интеграл исчезает, и
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если же дано условие (4.13), то на 
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 будет 
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будем предполагать, что функция 
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 ограничена снизу некоторым положительным числом 
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Если коэффициент 
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 ограничен снизу некоторым положительным числом, то оператор 
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 положительно определенный при любом из условий (12)—(14). Действительно, по неравенству (16)
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и интеграл в левой части формулы (21) неотрицателен. В формулах (19), (4.20) отбросим этот интеграл, а в формуле (20) отбросим еще и неотрицательный поверхностный интеграл. В обоих случаях мы придем к неравенству
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 — некоторая положительная постоянная, но тогда из последнего неравенства сразу следует, что
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т.е. что 
[image: image88.wmf]L

 — положительно определенный оператор.


Если коэффициент 
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 может обращаться в нуль где-либо в 
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, то приведенное выше доказательство непригодно, тем не менее для краевых условий (12) и (13) оператор 
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 остается положительно определенным. Рассмотрим случай краевого условия (12). Под интегралом в формуле (19) отбросим неотрицательное слагаемое 
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; оставшийся интеграл оценим по неравенству (21). В результате получим
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Функция 
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 обращается в нуль на границе области 
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 и потому удовлетворяет неравенству Фридрихса 
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что и требовалось доказать.


Обратимся к условию (13). В формуле (20) отбросим 
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, под знаком интеграла, а под знаком поверхностного интеграла заменим 
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 на 
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. Оставшийся объемный интеграл оценим по неравенству (21). Все это дает
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Пусть 
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 — меньшее из чисел 
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. Тогда, очевидно,
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Теперь неравенство 
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, также установленное Фридрихсом, которое просто обобщается на случай любого 
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Обращаясь к краевому условию (14), ограничимся простейшим и в то же время наиболее интересным случаем, когда 
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при краевом условии (14). Нетрудно видеть, что эта задача не всегда имеет решение. Чтобы убедиться в этом, проинтегрируем по 
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 обе части уравнения (22):
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Применяя к левой части последнего равенства формулу Остроградского, найдем
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что обращается в нуль в силу уравнения (14). Таким образом, если задача Неймана имеет решение, то необходимо
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С другой стороны, если решение существует, то оно не единственно: вместе с 
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 решением будет и 
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 — произвольная постоянная. Мы устраним этот произвол, потребовав, чтобы искомое решение удовлетворяло равенству
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Рассмотрим теперь множество функций, непрерывных в 
[image: image119.wmf]W

 вместе со своими первыми и вторыми производными и удовлетворяющих равенствам (14) и (23). Докажем, что оператор 
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 положительно определенный на этом множестве. Действительно,
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Интегрируя по частям и используя условие (14), получаем
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Общее неравенство Пуанкаре
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при условии (23) даст
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Подставив это в (24), получим
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т.е. оператор 
[image: image126.wmf]L

 является положительно определенным.
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