Лекция 1. Преобразования координат и метрический тензор.
Математической моделью объекта называют совокупность понятий и отношений, выраженных при помощи системы математических символов и обозначений и отражающих некоторые свойства изучаемого объекта.

Этапы математического моделирования и вычислительного эксперимента.

Физический закон
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Математическая модель (может быть сложна)
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Метод решения
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Алгоритмы и программы
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Вычислительный эксперимент


Математические модели силовыx, деформационныx, температурныx, электростатическиx и электродинамическиx, гидродинамическиx и др. полей, как правило, имеют вид:
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где 
[image: image8.wmf]A

 и 
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 — операторы, действующие, соответственно, внутри области 
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 и  на её граничных участках 
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 (не обязательно различных), 
[image: image12.wmf]f

 и 
[image: image13.wmf]j
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 —  известные функции (возбудители поля), а  
[image: image14.wmf]u

 —  искомая функциональная компонента [1]. 


В зависимости от характера рассматриваемых физических полей,  
[image: image15.wmf]u

 может быть скаляром (температура, электрический или магнитный потенциал, функция тока), вектором  (скорость, напряженность электрического или магнитного поля), тензором (деформация, напряжения) или иметь более сложный характер. Так например, в задачах термомеханики, магнитной гидродинамики, электроупругости и многих других необходимо одновременно рассматривать поля различной физической природы, находящиеся  во взаимодействии между собой. В соответствии с этим уравнение (1) может представлять собой систему уравнений. Оператор 
[image: image16.wmf]A

 аккумулирует  основные физические законы, управляющие рассматриваемыми полями, и представляет их  в математической форме. Так например, законы электромагнетизма, экспериментально установленные Фарадеем, приобрели форму известных уравнений Максвелла в их математической постановке; закон Гука в комбинации с классическим законом Ньютона формализованы в виде уравнений Ламе относительно перемещений или Бельтрами-Митчелла относительно напряжений. Характер физического поля зависит, однако, не только от этих физических законов, но также от формы областей, в которых эти поля возбуждаются, формы граничных участков, законов взаимодействия тела, содержащегося в области  
[image: image17.wmf]W

, с внешней средой. Эти законы могут быть различными, например, теплообмен может осуществляться по линейному закону Ньютона 
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 или нелинейному — Стефана-Больцмана 
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. В теории пластин и оболочек форма оператора 
[image: image20.wmf]L
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 определяется характером закрепления (свободное опирание, свободный край, жесткое или упругое защемление). К числу граничных условий могут также быть отнесены условия на линиях или поверхностях разрывов физических характеристик (при наличии трещин, тонких включений, врезов, для композитных материалов).

Во многих случаях операторы 
[image: image21.wmf]A

 и 
[image: image22.wmf]L
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 могут иметь и другую природу (интегральную, интегро-дифференциальную, комбинированную). Известно, что дифференциальные уравнения часто являются необходимым условием экстремума функционала и математическая модель (1)-(2) может быть заменена вариационной. Естественно, что чем более точно математическая модель отражает реальные физические процессы, тем  она сложнее и тем сложнее из системы (1)-(2) извлечь искомые функциональные компоненты.


Среди трудностей, возникающих в процессе построения математических моделей, имеется одна специфичекая, связанная с построением функций с заданными свойствами на заданных локусах. Суть этой трудности заключается в том, что в модели (5.1)-(5.2) присутствуют два разнородных вида информации: аналитическая (
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 и 
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, 
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 и 
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) и геометрическая (форма 
[image: image27.wmf]W

 и 
[image: image28.wmf]¶W
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). Любой метод решения краевой задачи должен совместно перерабатывать оба вида информации, что требует преобразования геометрической информации к аналитическому виду.


В таких классических методах, как разделение переменных или интегральных преобразований, форма областей и участков их границ учитывается путем удачного выбора координатных систем, в методе конформных отображений — при построении отображающей функции, в вариационных методах — удачным выбором координатных последовательностей. В методах сеток и конечных элементов граничная информация учитывается путем рассмотрения узлов, близких к границе, то есть на дискретном уровне. В RFM учет геометрической информации осуществляется более ясно и достаточно просто. Так, например, решение краевой задачи Дирихле, в которой заданы граничные значения искомой функции 
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 заведомо содержится в пучке, представленном формулой 
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в силу доказанной его полноты.


Однако, в постановке краевых задач могут быть заданы на границе не значения функций или их частных производных, а некоторые выражения их содержащие. Примерами таких условий являются упомянутые выше условия теплообмена Ньютона или Стефана-Больцмана.  В таких случаях возникает проблема построения так называемых структур решения (GSS — General Structure of Solution).


В общем случае GSS имеют вид:
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где 
[image: image32.wmf](
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. В круглых скобках перечисляются все те факторы, на основании  которых строятся операторы 
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, а в квадратных — те, на которые они воздействуют, при этом они строятся так, чтобы при любом выборе 
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 удовлетворялись те или иные условия (1)-(2) краевой задачи. 


В тех  редких случаях, когда удаётся удовлетворить всем этим условиям, получаем точное решение; если  это удовлетворение понимается в некотором обобщенном смысле, то решение оказывается приближенным. 


В частном случае, когда формула (4) удовлетворяет лишь уравнению (1), ее называют общим решением: 
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В этом случае неопределенные компоненты 
[image: image37.wmf]F

 должны выбираться из условия удовлетворения  (2). Применяемые для этой цели методы принято называть методами типа Трефтца. Однако, общими решениями можно воспользоваться лишь в немногих случаях, для немногих типов уравнений (например, уравнений Лапласа, Пуассона, некоторых классических задач механики, электростатики и т.д.). Поэтому в МКЭ и RFM в большинстве случаев применяют структуры, удовлетворяющие всем (общие GSS) или части (частичные GSS) граничных условий (2), то есть GSS  вида:
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Естественно, чем сложнее краевые условия, тем сложнее вид GSS. Особенно часто встречаются так называемые краевые задачи смешанного типа, когда на одной части границы заданы граничные условия одного типа,  на другом — другого и т.д.

Формулировка основных физических законов и соответствующее построение математических моделей, как правило, проводится с помощью таких основных дифференциальных инвариантов, как градиент, дивергенция, ротор, лапласиан и.т.п. Это позволяет с помощью аппарата тензорного анализа [4, 107] легко переходить от одной системы координат к другой. Необходимость применения тензорного исчисления в математическом моделировании вызвана не столько удобством и наглядностью математических формулировок законов, сколько объективными свойствами изучаемых явлений. Векторное и тензорное исчисления давно уже применяются в гидромеханике, теории упругости, электротехнике [4, 30, 33, 51]. Тензорное исчисление часто позволяет проследить на относительно простой математической модели изменение сложных количественных характеристик при переходе от одной системы координат к другой. Здесь следует отметить, что удачный выбор системы координат в случае наличия геометрической и физической симметрии задачи позволяет свести ее к двухмерной или даже одномерной, а в некоторых случаях и получить точное решение задачи. Наряду с декартовыми координатами широко используются полярные, цилиндрические, эллиптические, сферические, тороидальные, биполярные и другие криволинейные ортогональные координаты. В литературе широко известны формулировки основной системы уравнений механики деформируемого твердого тела [51, 55, 81], уравнений Навье-Стокса [27, 30, 32, 44], законов электродинамики [19, 45, 79] в декартовых, цилиндрических, сферических, т.е. ортогональных криволинейных координатах. Справочная литература [5, 15, 26] изобилует, как правило, преобразованиями криволинейных ортогональных координат. Гораздо реже можно встретить работы, где математические модели физико-механических полей построены в криволинейных неортогональных координатах [24, 33].

Возникает задача: как построить математическую модель в новой системе координат, как перейти от декартовой системы в цилиндрическую, эллиптическую или винтовую системы? 

С понятием тензора вы уже должны быть знакомы из курсов МСС: тензор напряжений, тензор деформаций и т.д.

В нашей задаче нам поможет метрический тензор, который мы научимся сегодня строить.

Вычислим ковариантные и контравариантные компоненты метрического тензора. Пусть дана некоторая система к-нат. 
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Если 
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, (то есть метрический тензор диагональный) то система координат – ортогональна! Тогда 
[image: image50.wmf]33

22

11

g

g

g

g

g

ik

=

=

 и жизнь упрощается.
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Вычислим ковариантные и контравариантные компоненты метрического тензора в цилиндрической системе координат.
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Метрический тензор имеет диагональный вид, следовательно, система координат ортогональна.
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