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Як відомо, тільки в деяких наближеннях повна система рівнянь гідродинаміки розпадається на рівняння теплопровідності і хвильове рівняння. У загальному ж випадку доводиться вирішувати повну систему рівнянь гідродинаміки, яка включає в себе рівняння збереження маси, імпульсу і енергії. 
Справа в тому, що звичайне рівняння теплопровідності отримується тільки з загальних рівнянь, нехтуючи тепловим розширенням речовини. Тобто, тільки в тому випадку,коли коефіцієнт теплового розширення тіла дорівнює нулю розповсюдження тепла можна описувати за допомогою рівняння теплопровідності:
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Якщо ж коефіцієнт теплового розширення речовини є відмінним від нуля, то будь-яке нагрівання призведе до зменшення густини речовини в місці нагріву. Це відхилення густини буде розповсюджуватися по речовині зі швидкістю звука. І в тих місцях речовини, в які дійде це розрідження густини, температура буде збільшена. Таким чином, початкова температура буде розповсюджуватися по речовині як за рахунок теплопровідності, так і за рахунок звуку. Для того, щоб вирішити задачу про таке розповсюдження тепла, потрібно виходити з повної системи гідродинамічних рівнянь:
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(1)

де ((x,t) – відхилення густини від рівноважного значення, u(x,t) – швидкість, T(x,t) – відхилення температури від рівноважного значення, (0, T0 – рівноважні значення густини і температури,
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 – тиск, 
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 – коефіцієнт теплопровідності, 
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– теплоємність одиниці об’єму речовини, що обчислена при постійному об’ємі. 

1. Власні значення і вектори системі рівнянь гідродинаміки

Розв’яжемо систему лінеаризованих рівнянь гідродинаміки (1) ідеальної класичної рідини з початковими умовами:
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Дослідимо рішення цих рівнянь в необмеженій області, припускаючи, що відхилення макроскопічних змінних від рівноважних значень прямують до нуля на великих відстанях. Тоді можна визначити перетворення Фур’є для ((x,t), u(x,t), T(x,t):
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 (2)

Тоді, з системи (2.1) отримаємо систему для Фур’є компонентів:
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(3)
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Введемо в розгляд тривимірний простір векторів, координати яких відповідають гідродинамічним змінним:
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Тоді система (3) може бути записана в вигляді диференційного рівняння: 
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з початковою умовою:
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Випишемо матрицю системи (2.3):
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Знайдемо власні значення (i  (i=1, 2, 3) цієї матриці. Відмітимо, що гідродинамічний опис можна використовувати тільки для повільно мінливих у просторі явищ. Це означає, що в Фур’є-образах всіх функцій істотними є коефіцієнти тільки з першими степенями малого параметру q. Звідси випливає, що під час розв'язання задачі можна обмежитися розглядом власних значень в ліміті q( 0. В цьому випадку величини (i  можна записати у вигляді розкладень:

 (i = aiq + biq2 + O(q3).

Тоді отримаємо три власних значення у вигляді: 
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[image: image16.wmf] 
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– швидкість звуку, 
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– коефіцієнт поглинання звуку.
Так як матриця Mq – не ермітова, то її праві та ліві власні вектори різні. Перші знаходимо із співвідношення MqXi=(iXi,  а другі – YiMq=(iYi, (i=1,2,3). І за q( 0 власні вектори виглядають наступним чином:
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(4)
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Знайдені власні вектори і відповідні їм власні значення матриці 
[image: image20.wmf]q
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 дозволяють вирішити систему (3).
Фізичне значення складових систем рівнянь гідродинаміки. Рівняння збереження імпульсу. Рівняння Нав’є – Стокса
Для того щоб отримати рівняння, що описують рух в’язкої рідини, необхідно ввести додаткові члени в рівняння руху ідеальної рідини. Що стосується рівняння неперервності, то, як слідує з самого його виводу, воно стосується всякої рідини, в тому числі і в’язкої. Рівняння ж Ейлеру повинне бути змінене. 

Рівняння Ейлеру може бути записано у вигляді:
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де Пik – тензор густини потоку імпульсу. Потік імпульсу представляє собою оборотний перенос імпульсу, пов’язаний з механічним рухом різноманітних ділянок рідини з одного місця в інше і з діючими в рідині силами тиску. В’язкість (внутрішнє тертя) рідини проявляється у наявності ще одного додаткового незворотного переносу імпульсу з місць з великою в місця з меншою швидкістю.
Цьому рівняння руху в’язкої рідини можна отримати, додавши до «ідеального» потоку імпульсу додатковий член σ′ik, що визначає незворотній, «в'язкий» перенос імпульсу в рідині. Таким чином, ми будемо писати тензор густини потоку імпульсу у в’язкій рідині у вигляді:

Пik = ρδik + ρυiυk – σ′ik = –σik + 𝜌υiυk.

(1)
Тензор

σik = –P δik + σ′ik

(2)
пов’язаний з безпосереднім переносом імпульсу разом з масою рідини, яка рухається.

Встановити загальний вигляд тензору σ′ik можна виходячи з наступних міркувань. Процеси внутрішнього тертя в рідині з’являються тільки в тих випадках, коли різні частинки рідини рухаються з різною швидкістю відносно один одного. Цьому σ′ik  повинне залежати від похідних від швидкості по координатам. Якщо градієнти швидкості не дуже великі, то можна вважати, що зумовлений в’язкістю перенос імпульсу залежить тільки від перших похідних швидкості. Саму залежність σ′ik від похідних 𝜕υi /𝜕xk можна в тому ж наближенні вважати лінійною. Не залежні від 𝜕υi /𝜕xk члени повинні бути відсутні у виразі для σ′ik, оскільки σ′ik повинні обертатися в нуль за v = const. Далі помічаємо, що σ′ik повинне обертатися в нуль також і в тому випадку, коли вся рідина як ціле здійснює рівномірне обертання, оскільки очевидно, що при такому русі ніякого внутрішнього третя в рідині не відбувається. При рівномірному обертанні з кутовою швидкістю 𝛺, швидкість v дорівнює векторному добутку [𝛺,r]. Лінійними комбінаціями похідних 𝜕υi /𝜕xk, що обертаються в нуль за v = [𝛺,r], є суми: 
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Цьому σ′ik повинне містити саме ці симетричні комбінації похідних 𝜕υi /𝜕xk.

Найбільш загальним виглядом тензору другого рангу, що задовольняє цим умовам, є:
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(3)

з незалежними від швидкості коефіцієнтами η і ξ; в цьому твердженні використана ізотопія рідіни, внаслідок якої її властивості можуть характеризуватися лише скалярними величинами ( в даному випадку – η і ξ). Члени і (3) сгрупповані таким чином, що вираз в дужках дає нуль при звертанні (тобто під час суммування компонент з i = k). Величини η і ξ називають коефіцієнтами в’язкості (причому ξ часто називають другою в’язкістю). Обидва ці коефіцієнти є додатніми. 

ξ > 0; η > 0

(4)

Рівняння в’язкої рідини можна тепер отримати безпосередньо шляхом додавання виразу 
[image: image24.wmf]ik
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 до правої сторони рівняння Ейлеру.
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Таким чином отримуємо:
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(5)
Це і є найбільш загальний випадок рівнянь руху в’язкої рідини. Величини η, ξ є функціями тиску і температури. В загальному випадку p, T, а тому і η, ξ не можуть бути винесені з-під знаку похідної.

В більшості випадків змінення коефіцієнтів в’язкості вздовж рідини є незначним, тому можна вважати їх постійними. Тоді рівняння (5) можна представити в векторному вигляді:
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(6)

Це – так зване рівняння Нав'є-Стокса. 

Воно істотно спрощується, якщо рідину можна вважати нестисливою. Тоді div v = 0 і останній член праворуч в (6) зникає. Розглядаючи в’язку рідину, ми фактично завжди будемо вважати її нестисливою і, відповідно, цьому користуватися рівнянням руху у вигляді:
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Тензор напруг в нестисливій рідині також приймає простий вигляд:
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Ми бачимо, що у нестисливій рідині в’язкість описується всього одним коефіцієнтом. Оскільки практично рідину можна дуже часто вважати нестисливою, зазвичай грає роль саме цей коефіцієнт в’язкості η. Відношення 

ν = η/ρ

(9)

називають кінематичною в’язкістю (а про саму η говорять тоді як про динамічну в’язкість).

Динамічна в’язкість газів за заданої температури не залежить від тиску. Кінематична ж в’язкість відповідно обернено пропорційна тиску.
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