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Тема 1.  МЕТОДИ РОЗВ’ЯЗАННЯ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ І СИСТЕМ НЕЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ

1.1 Загальні поняття. Відокремлення коренів


Дано рівняння:

f(x)=0, 




(1.1)


де f(x) – алгебраїчна або трансцендентна функція одного невідомого х. 


Якщо f(x*) = 0, то х* називається коренем рівняння (1.1) або нулем функції f(x). 


Будемо припускати, що рівняння (1.1) має лише ізольовані корені. Це означає, що навколо кожного кореня існує окіл, що не містить інших коренів цього рівняння 


Наближене обчислення ізольованих дійсних корінь рівняння (1.1) складається із двох етапів:


а) відокремлення коренів - виділення відрізка, що належить області існування функції f(x), на якому розташований один і тільки один корінь.


б) уточнення коренів - обчислення їх з необхідною точністю, тобто :


|f(x)| < (, 




(1.2)


де ( - мале позитивне число, що характеризує точність досягнення розв’язку.


Процес відокремлення коренів заснований на теоремі Больцано-Коши: якщо неперервна функція f(x) приймає на кінцях відрізка [a;b] значення різних знаків, тобто

f(a)(f(b) < 0, 



(1.3)


те:

· усередині цього відрізка міститься принаймні один корінь;

· цей корінь буде єдиним, якщо усередині цього відрізка існує похідна f'(x), що зберігає усередині відрізка постійний знак.


Можливі випадки наведені на  рис. 1.2


Відокремлення коренів рівняння найкраще  проводити графічним методом, визначаючи методом проб і помилок можливі границі коренів. Це легко зробити в середовищі Excel або Ooo Calc, використовуючи Майстра діаграм 

Іноді простіше замінити рівняння (1.1) еквівалентним йому рівнянням: g(x) = ( (x), а потім знайти приблизно абсциси точок перетинання графіків y = g(x) і у = ( (х).
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Рисунок 1. -  Ілюстрація до теореми Больцано-Коши:


а) випадок, коли на відрізку знак похідній не зберігається (кілька коренів).


б) випадок постійної за знаком похідної на відрізку (один корінь)


Приклад 1.1


Відокремити корені рівняння:

 2х2 + 3хе2х – 15 = 0



(1.4)


Розв’язок:


а) перший спосіб:



1) будуємо графік функції, визначаємо, у яких інтервалах відбувається зміна знака функції й перетинання осі абсцис. 



2) з рис. 1.3 виходить, що в діапазоні (-5,5) рівняння (1.4) має 2 корені, відповідно в інтервалах (-3;2) і (0;1).


б) другий спосіб



1) Переписуємо рівняння (4.3) в еквівалентному виді:

3xe2x = 15-2x2 




(1.5)

2) будуємо графіки залежностей: y = 3xe2x і н = 15-2x2 (4.5) і знаходимо точки перетинання кривих (рис. 1.4). З рис. 1.4 виходить, що криві перетинаються у двох точках, одна з яких - в інтервалі (-3;-2), а друга - в інтервалі (0;1).
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Рисунок 1.3 – Відокремлення кореня за першим способом


При відокремленні коренів першим способом важко довести, що в інших областях, які не були розглянуті, дійсних коренів немає. При використанні другого способу легше довести, оскільки складові функції є більш простими, чим вхідна:


a) при х<-3:

· функція y = 3xe2x буде асимптотичне прагнути до нуля,

· функція у = 15-2x2 буде необмежено зменшуватися 


Отже, після точки перетинання в інтервалі (-3;-2) при необмеженому зменшенні х ці функції мають різні тенденції зміни й не можуть більше перетинатися;


б) при x>1:

· гілка y = 3xe2x буде необмежено зростати;

· гілка у = 15-2x2 буде необмежено убувати.


Отже, після точки перетинання в інтервалі (0;1) при необмеженому збільшенні х ці функції мають різні тенденції зміни й  також  не можуть більше перетинатися
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Рисунок 1.4 – Відокремлення коренів за другим способом:


1 – гілка у = 15-2x2;


2 – гілка y = 3xe2x

Відзначимо, що умова наявності різних знаків на кінцях інтервалу не є необхідною для наявності на цьому інтервалі кореня. Наприклад, функція, що зображена на рис. 1.5, має на кінцях відрізка [a,b] однакові знаки ("плюс"), але, усередині цього відрізка є корінь у точці х*. Така ситуація можлива, для функцій виду:

f(x) = (x-c)2k ( (х),   a < c < b,


 (1.6)


де  (х) - функція від х, що не має нулів на відрізку [a,b] і зберігає постійний знак,


2k - кратність кореня (k-ціле, k>0).


Приклад - функція 

f(x) = (x-1)2 (x2+1), 



(1.7)

що має корінь x=1. Він водночас є точкою мінімуму цієї функції.
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Рисунок 1.5 – Графік функції (x-с)2k ( (х) (с=х*)

1.2 Метод половинного ділення


Метод половинного ділення (синоніми: "метод дихотомії", "метод бісекції") є найбільш древнім (він був відомий ще давньогрецьким математикам) і найбільш простим і надійним алгоритмом знаходження корінь рівняння (1.1). Він відноситься до крокових методів.


Необхідними умовами застосовності методу дихотомії є виконання умов теореми Больцано-Коши (див. 1.1.4), тобто , 

· наявність неперервності функції на відрізку [a,b],

· різні знаки функції на кінцях інтервалу: f(a) f(b) < 0


Постановка задачі: при виконанні наведених умов знайти відрізок довжиною не більше заданого  ( > 0, усередині якого буде перебувати корінь. 


Алгоритм методу (будемо вважати, що f(a)<0; f(b)>0, у противному випадку треба поміняти позначення):


а) розраховуємо середню точку відрізка:
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(1.8)


б) розраховуємо значення f(c);


в) перевіряємо виконання умови:

|b – a| < (; 





(1.9)



1) Якщо (1.9) виконується - завдання вирішене, корінь х=с 
(кінець)



2) Якщо (1.9) не виконується - перехід на крок г)


г) Визначаємо знак f(c):



1) Якщо f(c) < 0:




1a) приймаємо: а = с,




1б) переходимо на крок а)



2) Якщо f(c) > 0:




2а) приймаємо b = c,




2б) Переходимо на крок а)


Хід розв’язання представлений на рис.  1.6. Індекси ставляться до номерів кроків.


Оцінка кількості кроків методу. На кожному кроці методу дихотомії відбувається скорочення в 2 рази довжини  інтервалу локалізації кореня:
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Рисунок 1.6 – Хід розв’язання в методі половинного ділення


а) нехай ℓ0 = |b0-a0| довжина первісного інтервалу локалізації кореня; 


б) тоді 
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  - необхідне кратне зменшення довжини інтервалу до досягнення необхідної точності;

в) на кожному кроці методу дихотомії довжина інтервалу локалізації скорочується в 2 рази. Після n кроків кратне зменшення довжини складе 2n;


г) звідси, одержуємо нерівність для оцінки n:
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(1.10)


Оскільки обидві частини нерівності (1.10) є позитивними, візьмемо від обох частин десятковий логарифм. З врахуванням, що lg2 = 0,3010 
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 0,3,

одержуємо оцінку кількості кроків:
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(1.11)


При виконанні розрахунків на кожному кроці, крім 1-го, виконується одне обчислення значення функції f(x). На першому кроці виробляється 3 обчислення функції (у точках a,b,c). Таким чином, кількість обчислень функції (це - сама трудомістка операція) у ході всього процесу складе n+2


Приклад 1.2 

Первісна довжина інтервалу локалізації: ℓ=1. Необхідно знайти розв’язок  в інтервалі з довжиною  ( < 10-6  , тобто  скоротити інтервал локалізації в мільйон разів. Розрахуємо число кроків методу дихотомії по (1.11):
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(1.12)


Обмеження методу дихотомії: 

· метод не можна використати для розв’язання  рівнянь, для яких функція f(x) має однакові знаки на кінцях інтервалу при наявності кореня усередині інтервалу (див. рис. 1.5);

· метод не можна застосовувати, якщо на інтервалі коріння не відділені (тобто  на відрізку наявні  кілька коренів). У цьому випадку хід рішення непередбачений.


Достоїнство методу дихотомії - гарантована збіжність до рішення із заданою точністю, якщо дотримані всі умови застосовності методу.


Недолік - порівняно велика кількість обчислень функції, що може бути істотно при масовому рішенні великої кількості рівнянь.

1.3 Метод хорд


Метод хорд є природним продовженням методу дихотомії. Цей метод за назвою "метод фальшивого становища" (regula falsі) відомий з кінця 16 століття.


Ідея методу: 


а) як в методі дихотомії, необхідно, щоб функція була неперервною на відрізку [a,b] і мала на кінцях  цього відрізка різні знаки.


б) для знаходження приблизного положення кореня:

· замінимо криву   хордою АВ (рис. 1.8);

· будемо вважати, що відрізок, який відтинає хордою по осі абсцис, приблизно дорівнює кореню рівняння f(x) = 0.
· рівняння хорди АВ (рис. 1.8) має вид:

y = a0 + a1(x, 




(1.13)

де невідомі коефіцієнти можуть бути знайдені шляхом розв’язання системи рівнянь виду (1.13) у точках х0 та xn:
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(1.14)



4) розв’язок системи (1.14) має вид:
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(1.15)
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Рисунок 1.8 – Метод хорд

· підставимо у (1.13) коефіцієнти з (1.15) і значення у=0, знайдемо значення х, що відповідає точці перетину хорди з віссю ОХ:
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 (1.16)
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(1.17)


в) як виходить з рис. 1.8, значення х1 на перетині хорди з віссю абсцис значно ближче до кореня, ніж х0. Використаємо його як  нове наближення. Для цього за лівий кінець хорди візьмемо точку А1=(х1, f(x1)) і проведемо ті ж обчислення. Одержимо:
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(1.18)


д) використовуючи друге наближення, одержуємо третє, і т.д. У підсумку одержуємо нескінченний ітераційний процес послідовного уточнення кореню:
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(1.19)


Ітераційний процес проводять доти, доки почне виконуватися умова:

|xk+1 – xk| < (, 



(1.20)


де ( - мале позитивне число, що характеризує точність визначення кореня


Установлено, якщо:

· х* - корінь рівняння f(x)=0;

· f’ (x*) (0, f” ( (x*) 0;

· f”(x*) - неперервна функція,

то існує такий окіл точки х*, що якщо а й b, що створюють хорду - різні точки у цьому околі, то метод хорд збігається. Швидкість збіжності - трохи вище, ніж у методі дихотомії.


У методі хорд можна фіксувати кожної з кінців, вид формули при цьому не зміниться. Наближення до кореня у методі хорд завжди відбувається з одного боку - із внутрішньої сторони опуклості (увігнутості).


Оскільки передумови для використання методу хорд - такі ж самі, як для методу дихотомії, то методом хорд також не можна розв’язувати  рівняння виду, шо наведений на рис.1.5. При спробі розв’язання такого рівняння  метод хорд починає розбігатися.
Метод Ньютона-Рафсона (метод дотичних) - один з найбільш ефективних методів рішення нелінійних рівнянь. Цей метод запропоновано  незалежно друг від друга І.Ньютоном і Рафсоном в 1685-1690 р. Незважаючи на солідний вік, цей метод дотепер   залишається основним у чисельному рішенні рівнянь.


Основні положення методу: 


а) В околі ізольованого кореня вибираємо точку x0, розраховуємо f(x0) і похідну f’(x0);


б) в околі точки х0 приблизно представимо функцію по формулі Тейлора, обмежившись першими двома членами розкладання:

f(x) ( f(x0) + f((x0)((x-x0);



(1.21)


в) приймемо в (1.23) f(x) = 0: 

f(x0) + f((x0)((x-x0) = 0. 



(1.22)


г) знайдемо з (1.22) приблизне значення кореня:
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(1.23)


д) значення, що отримали,  можна використати як  нове наближення  x1 до розв’язку рівняння f(x) = 0. Виходячи з нього будуємо послідовно друге, третє й наступні наближення, тобто , одержуємо ітераційний процес (1.24)
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Геометрична інтерпретація: на кривій y = f(x) при k=0 через точку А= (х0, f(x0)) проводимо дотичну до перетинання з віссю абсцис. (рис. 1.10) Одержуємо на осі абсцис точку х1, що буде новим наближенням, і т.д.


Метод дотичних відрізняється високою швидкістю збіжності, (він має квадратичну збіжність, тобто швидкість збіжності приблизно пропорційна квадрату різниці між черговим наближенням й розв’язком). Тому якщо відомо добре початкове наближення кореня – метод буде збігатися всього за декілька ітерацій. Однак, на відміну від методу хорд, тут потрібно на кожному кроці обчислювати не тільки значення функції, але її похідній тощо.


На відміну від методу дихотомії й хорд, у методі дотичних для розв’язання необхідна  тільки одна початкова точка, і це дозволяє успішно вирішувати цим методом рівняння, функції яких мають графіків, подібні зображеним  
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Рисунок – Геометрична інтерпретація методу Ньютона-Рафсона

.5 Метод ітерацій


Метод ітерацій (послідовних наближень) є загальним методом розв’язання нелінійних рівнянь виду f(x) = 0. Він багато в чому аналогічний методу ітерацій при розв’язанні систем лінійних рівнянь. 


Перший етап - приведення рівняння загального виду до виду, придатному для методу ітерації:

х = ((х) 




(1.28)


Це можна зробити, якщо покласти:

((x) = x + g(x)(f(x), 


(1.29)

де g(x) – довільна неперервна знакопостійна функція


Виберемо деяке нульове наближення x0 ( [a,b] кореня рівняння (1.29) і підставимо його в праву частину (1.28). Одержимо:

х1 = ((х0). 




(1.30)


Подальші наближення розрахуємо за формулами:

хn+1 = ((хn) (n=1,2,…)


(1.31)


Якщо послідовність {xn} збігається, тобто існує границя:
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(1.32)

те переходячи до границі в (1.30), одержимо для неперервної функції:
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(1.33)


З (1.33) виходить, що границя х* є коренем рівняння (1.30).  


Розв’язок х* є нерухомою точкою відображення ((x). Тому умови збіжності ітераційного процесу (1.30) можна одержати із принципу стислих відображень (див. 3.4). 

Нехай функція  ((х) є диференціюємою на [а;b], причому всі її значення належать відрізку [а;b];


Уведемо відстань:

((х, у) = |х — у|. 




(1.34)

У цьому разі множина точок  відрізку [а;b] буде повним метричним простором;



в) користуючись формулою Лагранжа, отримаємо:

((((x),((y) = |((x) - ((y)| = |(’(c)|(|x – y| ≤ q(((x,y), 
(1.35)


де с – точка, що лежить між х и у; х и у ( [a,b].


З (1.35) виходить: якщо виконується умова:

|(((x)| ≤ q < 1 (х ( [a,b], 



(1.36)

те:
· відображення  ( (x) буде стискальним;

· процес ітерації (1.30) буде збігатися до єдиного кореня рівняння (1.28)  на відрізку [a,b], незалежно від вибору початкового наближення, розташованого на цьому відрізку.


На основі методу стискальних відображень можна одержати оцінку погрішності методу простої ітерації:
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(1.37)


З (1.37) виходить: 

· чим менше q, тим швидше збіжність;

· при 0<|(((x)|≤q<1 розрахунки можна припинити, якщо для двох послідовних наближень забезпечується виконання нерівності:
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(1.38)


де ( - точність проведення розв’язання 


Окремі випадки  формула (1.38):


а) при 0 < (((x) ≤ 1/2  або -1 < (((x) ≤ 0:

|x* - xn| < (, якщо |xn – xn-1|  < (; 


(1.39)

б) при 1/2<(((x)<1 виконання умови ||xn –xn-1|<( не обов'язково спричиняє виконання умови збіжності |x* - xn| < (. У цьому випадку критерій зупинки є таким: ітерації варто припинити, якщо для трьох послідовних наближень виконується нерівність:
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Нерівність (1.40) слід використовувати як критерій закінчення розрахунків, у тих випадках, коли важко або неможливо оцінити значення |(((x)|.


Збіжність визначається правильним вибором ітеруючої функції ((x). Останню треба вибирати так, щоб виконувалася умова (1.37). 
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Рисунок  – Геометрична інтерпретація методу ітерацій:


а) 0 < (((x)<1; б) -1 < (((x) < 0; в) (((x) > 1; г) (((x) < -1


Метод ітерацій для розв’язання нелінійних рівнянь, також, як ітераційний метод розв’язання систем лінійних алгебраїчних рівнянь, був запропонований німецьким математиком К.Г.Якобі. 

1.7 Системи нелінійних рівнянь. Відокремлення коренів


Загальний вид системи з n нелінійних рівнянь із n невідомими:
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(1.77)


де fi - деякі алгебраїчні або трансцендентні функції.


Векторна форма запису: позначимо: х = (x1,…,xn), f=(f1,…,fn). Звідси, запис системи у векторній формі:

f(x) = 0. 




(1.78)


Розв’язання  системи (1.77) - значно більше складна задача, чим розв’язання одного рівняння. Всі методи розв’язання систем - ітераційні, можливість одержання розв’язку як правило залежить від того, наскільки вдало обране початкове наближення - вектор х0 = (х01,..,x0n).


Графічне відокремлення коренів, що використовується при розв’язанні рівнянь із один невідомим, можна використати для системи із двох рівнянь:
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(1.79)


Для цього необхідно:


а) задати серію значень х2 = Сі, 


б) знайти в кожній точці розв’язок рівнянь:
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(1.80)

тобто:



1) розрахувати значення х1, що відповідають цим значенням Сі;



2) одержати таблиці значень х1 як функції від х2 для f1 і f2;


в) побудувати на одному графіку обидві криві (для f1 і f2) і знайти точки їхнього перетинання, які й будуть розв’язками в даній області.


При цьому необхідне враховувати, що розв’язок системи (1.80) є можливим не при усіх значеннях Сі.
1.9 Метод Ньютона-Рафсона для систем рівнянь 


Цей метод є поширенням методу дотичних на багатовимірний випадок. Застосовність і умови збіжності методу були  запропоновані радянським математиком Л.В.Канторовичем. У матричному виді ітераційний процес відбувається відповідно до  формули:

xk+1 = xk - J-1(xk)(f(xk)
(k = 1,2,…)

 (1.104)


де J – матриця Якобі (якобіан), яка є багатовимірним аналогом похідної:
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(1.105

Збіжність методу встановлюється по евклідовій нормі - відстані між xk і xk+1. Ітераційний процес (1.102) збігається до розв’язку х* з точністю  (, якщо:
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 (1.106)


При цьому приблизно вважається: xk+1 = x*


Умови збіжності методу Ньютона-Рафсона: якщо:


а) другі часткові похідні f(x) є неперервними поблизу розв’язку х*;


б) det J(x) ( 0 в околі кореня;


в) початкове наближення х0 розташовано поблизу розв’язку,

те метод Ньютона-Рафсона:

· буде збігатися, 

· швидкість збіжності буде квадратичною (зменшення похибки на кожному кроці пропорційно 1/n2 


Метод Ньютона-Рафсона - один з основних методів розв’язання систем нелінійних рівнянь. У середовищі Excel або OooCalc  без додаткового програмування, реконструювання алгоритму є скрутним (необхідно велика кількість "ручних" операцій копіювання матриць). 

1.10 Розв’язання систем методом найменших квадратів


Можна показати: якщо система рівнянь (1.77) має розв’язок, то задача знаходження  цього рішення еквівалентні мінімізації суми квадратів функцій – лівих частин рівнянь системи:

R = f12 + f22 + … + fn2 ( min, 


(1.114)

тобто
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Вираз (1.115) означає, що х* є мінімумом функції R (аргументом, що неї мінімізує).


Мінімальне значення R - це  R = 0,  воно досягається тоді й тільки тоді, коли кожне зі складових дорівнює 0, а це - еквівалентно розв’язанню системи (1.77).


У принципі, алгоритми розв’язання задач багатовимірної мінімізації значно складніше, ніж для задач розв’язання систем рівнянь. Якщо діяти ab ovo (з початку, буквально "від яйця"), тобто самостійно розробляти алгоритм і програму, то розробити програму рішення систем рівнянь значно легше, ніж сучасну ефективну програму оптимізації. Однак, ситуація міняється, якщо в розпорядженні користувача є ефективна програма оптимізації. У цьому випадку він може використати неї для багатьох цілей, у тому числі, розв’язання систем рівнянь.

Тема 2 Інтерполяція
 Постановка задачі


Задачі наближення (апроксимації) полягають у заміні функціональної залежності, заданої на множині X(R у вигляді:

· таблиці, 

· графіка, 

· формули,

· функції, заданої в неявному виді, 

що є більше простою і зручною для розрахунків наближених значень вхідної функції..


Якщо X складається з дискретної множини точок х0, х1 ..., хn, то наближення називається точковим.


Якщо множина  Х є неперервною (відрізок [а;b]), то наближення називається інтегральним.


Нехай функція f (x) апроксимується на множині X функцією  ((х), яка одночасно є:

· більше зручної для обчислень;

· близькою в деякому змісті до f(х). 


Якість апроксимації, тобто  близькість двох функцій, можна оцінювати по-різному залежно від  фізичного змісту задачі, що  розв'язується. Відповідно до  цього в теорії наближень розглядаються різні функціональні простори з уведеної в них метрикою, що дозволяє оцінити ((f,() - відстань між цими функціями.


Простір L називається нормованим, якщо кожному елементу f(L поставлено у відповідність дійсне число ||f||, яке називається нормою і задовольняє наступним аксіомам:


а) ||f|| ( 0, ||f|| = 0 тоді й тільки тоді, коли f = 0;


б) ||((f|| = |(|(||f||, де ( ( R;


в) ||f + (|| ≤ ||f|| + ||(||
Нагадаємо зміст поняття "повний простір":

а) послідовність {x(k)}, що побудована з елементів множини Х називається фундаментальної, якщо для будь-якого малого ( > 0 найдеться такий номер N((), що  метрика ((x(k),x(m))<(  при k,m > N(() (x(k),x(m)) <  при k,m > N( ); 
б) простір Х називається повним, якщо кожна фундаментальна послідовність цього простору збігається до деякої межі, яка є елементом простору Х.


Повний) лінійний нормований простір називається Банаховым або В-простором.


Нормований простір стає метричним, якщо покласти метрику ((f,() = ||f - (||  (f,) = ||f-(||.


Дійсний лінійний простір L називається  евклідовим, якщо кожній парі його елементів f і (  поставлено  у відповідність дійсне число (f,(), яке  називається скалярним добутком і задовольняє наступним аксіомами:


а) (f,f) ( 0, (f,f) = 0 тоді й тільки тоді, коли f = 0;


б) (f,() = ((,f);


в) ((f,() = ((f,(); ( ( R;


г) (f+(,g) = (f,g) + ((,g).


Повний лінійний евклідовий простір L називається гільбертовым. Гільбертів простір одночасно є банаховим. 


Норму функції f(x)(L можна визначити через скалярний добуток:
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(3.1)


Скінченна система елементів (0, (1,…, (n, простору L називається лінійно незалежною, якщо їх лінійна комбінація є нульовим елементом простору L, тобто рівність:

c0(0 + c1(1 + … + cn(n = 0 


(3.2)
виконується лише за умовою:

 c0 = c1 = … = cn = 0. 



(3.3)


У противному випадку ця система називається лінійно залежною

Нескінченна система елементів  (1, (2,…, (n ... називається лінійно незалежною, якщо будь-яка її підсистема, що складається з кінцевого числа елементів, є лінійно незалежною. 


Необхідна  й достатня умова лінійної незалежності скінченної системи елементів  0,  1,...,  n  - це відмінність від нуля визначника, побудованого зі скалярні добутків (визначника Грама):
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(3.4)


Якщо в  просторі   L:


а)  існує  система  n  лінійно незалежних елементів, 


б) будь-які n + 1 елементи цього простору є лінійно залежними, 

то число n  називають вимірністю простору L і  позначають: n = dіm L.


Якщо  в  L існує злічене або незліченне нескінченне число лінійно незалежних елементів, то простір L називають нескінченновимірним і вважають   dіm L = (.


Система лінійно незалежних елементів (1, (2,…, (n  n-вимірного простору L називається базисом цього простору, якщо для кожного елемента f простору L найдуться дійсні числа с1,c2,...,cn такі, що буде справедливою рівність:
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(3.5)


Послідовність {(n(x)} функцій нескінченновимірного банахова простору L називається базисом в L, якщо кожна функція f{x)(L розкладається в ряд:
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(3.6)

який збігається за нормою простору L.


Ортогональність функцій в гільбертовому просторі: функції (1 і (2 називаються ортогональними, якщо їх скалярний добуток дорівнює нулю, тобто. ((1,(2) = 0.


Якщо ||(||= 1, то функцію ((х) називають нормованою. 


Скінченна або нескінченна система функцій (0, (1,... називається ортонормованою, якщо її елементи попарно ортогональні і нормовані: 

[image: image39.wmf]î

í

ì

=

¹

=

j

j

.

k

i

,

1

,

k

i

,

0

)

,

(

2

1





(3.7)


Ортонормована система функцій у гільбертовому просторі L називається повною, якщо її не можна доповнити елементами з L так, щоб нова система була ортонормированной. 


Зміст: в L не існує ненульового елемента, ортогонального до всіх елементів даної системи. 


Повна ортонормована система функцій утворює базис у просторі L.



Якщо розглядати лінійний простір дійсних функцій, заданих на множині X, то система його лінійно незалежних елементів називається системою лінійно незалежних на X функцій.

Нехай f(х) є елементом лінійного нормованого простору L. Виконаємо наступне:

а) виберемо в L систему n + 1 лінійно незалежних функцій  (0(x), (1(x), …, (n(х);


б) утворимо лінійну комбінацію з постійними коефіцієнтами:

((х) = 
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(3.8)


Функція (3.8)   називається узагальненим многочленом порядку n. 


Часткові випадки узагальненого многочлена: 

· при (i(х) = xi (i= 0,1,2,…,n) одержуємо алгебраїчний многочлен ступеня n:
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(3.9)

· при (0(х) = 1, (1(х) = cos(x), (2(х) = sin(x), …,(2n-1(х) = cos(x), (2n(х) = sin(x) одержуємо тригонометричний многочлен порядку n:
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(3.10)

.

 Поліноміальна інтерполяція


Постановка задачі.  Задані:


а) відрізок [x0;xn];


б) на цьому відрізку - точки x0,x1,...,xn (вузли інтерполяції);


в) значення функції в цих точках: y0 = f(x0), y1 = f(x1),...,yn = f(xn).


Необхідно побудувати функцію ((х), яка у вузлах інтерполяції збігається зі значеннями функції f(x).

Таблиця значень функції f(х) може бути інтерпольована нескінченною множиною різних функцій, тому потрібно мати деякий критерій вибору. 


Багато функцій, що інтерполюють, будуються як лінійні комбінації елементарних функцій. Приклади:


а) лінійні комбінації одночленів 
[image: image43.wmf]n
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 приводять до алгебраїчних поліномів; 


б) лінійні комбінації тригонометричних функцій 
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  приводять до тригонометричних поліномів.


У численних додатках апарата інтерполяції в основному доводиться розв’язувати дві задачі:


а) знайти аналітичне вираження для функції, заданим таблицею, графіком або у вигляді складної для додатків формули;


б) обчислити значення функції f(x) у точках, що не збігаються з вузлами інтерполяції, за допомогою порівняно нескладного алгоритму.


Інтерполяційні поліноми знаходять широке застосування в:


- чисельному диференціюванні;


- чисельному інтегруванні;


- чисельному розв’язанні диференціальних рівнянь.

Особливість інтерполяції: точки, у яких розраховується наближене значення, обов'язково повинні перебувати усередині відрізка [x0,xn], утвореного крайніми вузловими точками. 


Іноді  потрібно обчислити наближене значення функції за межами  відрізка [x0,xn]. Така задача називається задачею екстраполяції.

Интерполяционный полином Лагранжа


Виберемо за  функцію ((x), що наближає,  поліном Pn(x) ступеня n, значення якого збігаються зі значеннями  функції f(х) у вузлах інтерполяції:

Pn(x0)=y0;  Pn(x1)=y1;….. ; Pn(xn)=yn .

(3.22)


З точки хору геометрії (3.22) – це задача про побудову параболи n-го порядку виду у = Рn(х), що перетинається із графіком функції у = f(х) в (n+1)-й наперед заданій точці (рис. 3.1). 


Покажемо, що така задача має єдине рішення: 


а) нехай:
Pn(x) = a0 + a1x + a2x2 +...+ anxn. 


(3.23)


б) коефіцієнти аі (і = 0,1,2, ... ,n) можна визначити із системи рівнянь (3.24), Цю систему одержують:


а) підстановкою в поліном значень вузлових точок x0,x1,..,xn;


б) прирівнюванню одержаних значень поліному значенням функції;
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(3.24)
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Рисунок 3.1 – Поліноміальна інтерполяція функції y = f(x) (1) інтерполяційним поліномом y = Pn(x) (2)


в) визначник цей системи:
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(3.25)

зветься  визначником Вандермонда1). Якщо вузли інтерполяції різні, те ∆≠0, тобто  системи має єдине рішення.


При визначенні  полінома Рn(х)   використаємо  базис  так званих лагранжевых коефіцієнтів Lі(х) (і = 0,1,...,n) ступеня n таких, що:
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(3.26)


Визначимо Lі(х) як поліном ступеня n, що:

а) дорівнює нулю в точках х0, x1,..., xі-1,xі+1, .. ,хn;


б) дорівнює одиниці в точці хі.


Цій умові відповідає поліном:

Li(x) = A(x-x0)(x-x1)…(x-xi-1)(x-xi+1)…(x-xn). 

(3.27)


Для находження коефициєнту А підставимо в (3.26) x=xi:

Li(xi) = 1 = A(xi-x0)(xi-x1)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xn). 

(3.28)


Виразимо з (3.28) значення A, одержимо остаточно:
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Поліном yi(Li(x)має такі властивості:


а) приймає значення yi в точці xi

б) дорівнює нулю в усіх точках хj (j(i)


Позначимо:

(n(x) = (x-x0)(x-x1)…(x-xn). 


(3.30)


Продиференціюємо  (3.30) в точці  x = xi:

((n(xi) = (xi-x0)(xi-x1)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xn) 

(3.31)


Після підстановки (3.30) і (3.31) в (3.29), одержимо:
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(3.32)


Лангражеві коефіцієнти Lі(х) називають також  множниками впливу відповідних вузлів інтерполяції. 

Інтерполяційний поліном ступеня n виду:


[image: image51.wmf]å

å

=

=

w

¢

-

w

=

=

n

0

i

i

n

i

n

i

n

0

i

i

i

n

)

x

(

)

x

x

(

)

x

(

y

)

x

(

L

y

)

x

(

P

. 

(3.33)

носить назву полінома Лагранжа

Кількість арифметичних операцій, що необхідні для його обчислення, пропорційно n2. 


Якщо вузли інтерполяції є рівновіддаленими друг від друга, тобто:

xi+1 – xi = h = const (i – 0,1,2,…,n),


(3.34)

то, якщо 


а) увести змінну: t = (x-x0)/h, 

б) виразити через неї х,

можна записати лагранжеві коефіцієнти у виді:
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(3.35)


де 
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Виходячи з (3.35), одержимо формулу для інтерполяційного полінома Лагранжа з рівновіддаленими вузлами:
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(3.36)


Особливості формули (3.36):  коефіцієнти Li(t) не залежать: 

· від вибору кроку h;

· від виду функції f(x).


Погрішність інтерполяційного полінома Лагранжа:


Нехай функція f(x) має n+1 неперервну похідну для всіх х ( [x0;xn]. Показано,що  залишковий член інтерполяційного полінома Лагранжа має вид:

Rn(x) = f(x)-Pn(x) = 
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(3.37)


де ( - внутрішня точка мінімального відрізка, що містить вузли інтерполяції  х0,…, xn  і точку х;

Погрішність залежить від:

· вибору вузлів хi,

· выбору точки х,

· властивостей функції f(x);


Принципи впливу місце розташування  точки х:

· погрішність інтерполяції буде меншою, якшо точка х розташована ближче до середини відрізку [x0;xn];

· погрішність інтерполяції буде більшою, якшо точка х розташована ближче до будь-якого кінця відрізку [x0;xn];

· при екстраполяції погрішність завжди є більшою, у порівнянні з інтерполяцією, а  у багатьох випадках вона непередбачена.
Розрахунки інтерполяційного полінома


Вибір методу чисельної реалізації інтерполяції залежить від постановки конкретної задачі. Наявні таки типові випадки:


а) якщо необхідно вирішити разову задачу - побудувати для набору даних інтерполяційний поліном, то немає необхідності прибігати до програмування: досить скористатися пакетами прикладних програм, у які "зашиті" або розрахунок інтерполяційного полінома, або розв’язання системи лінійних рівнянь. 


б) якщо процедура інтерполяції входить до складу програмного комплексу, що розробляється для розв’язання деяких масових задач  - у цьому випадку доводиться укладати  комп'ютерну програму (у вигляді підпрограми або підпрограми-функції), що є частиною цього комплексу.


3.5.2 На практиці виникають дві задачі, що пов’язані з інтерполяцією:


а) розрахунок коефіцієнтів інтерполяційного поліному,


б) розрахунок значень поліному у точках, що відрізняються від вузлових.


Для розрахунку значень полінома:

Pn(x) = a0 + a1x + a2x2+…+anxn 


(3.38)

в комп’ютерних програмах використовують  метод Горнера. Для цього:


а) поліном (3.35) представляють у формі:

P(x) = (…(((anx+an-1)x+an-2)x+an-3)x+…+a0). 

(3.39)


б) з (3.39)   для значення х = ( послідовно розраховують числа:
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(3.40)


При цьому b0 = Pn(().


Приклад 3.1


При х = 1,2 розрахувати значення полінома

Р4(х) = 3 – x + 2,5x2 – 3,2x3 + 0,1x4 

(3.41) 


Розв’язання 


Згідно (3.40), послідовно знаходимо:


b4 = 0,1; 


b3 = -3,2+0,1(1,2 = -3,08;


b2 = 2,5 - 3,08(1,2 = -1,196


b1 = -1 -1,196(1,2 = -2,4352

b0 = 3 - 2,4352(1,2 = 0,07776.


Звідси Р4(х=1,2) = b0 = 0,07776

 Скінченні різниці різних порядків


Нехай  y = f(x) - задана функція. Позначимо через  x = h фіксовану величину збільшення аргументу (крок). 


Вираження:


Вираз:

 (y = (f(x) = f(x+(x)-f(x) 



(3.43)

називається першою скінченною різницею функції y.


Аналогічно  послідовно визначаються скінченні різниці вищих порядків:

(ny = (((n-1y) (n = 2,3,…) 


(3.44)


З (3.44) формула для  обчислення скінченної різниці другого порядку має вид:

	(2y = ([f(x+(x)-f(x)] = [f(x + 2(x) – f(x+(x)] – [f(x+(x)-f(x)] =

= f(x-2(x) – 2f(x+(x) + f(x)
	(3.45)



Приклад 3.3


 Побудувати скінченні різниці для функції: y = x3, вважаючи крок (x = 1. 


Розв’язання 


а) різниця першого порядку:


(f(x) = (x+1)3 – x3 = 3x2 + 3x + 1; 



б) різниця другого порядку:


(2f(x) = (f(x+1) - (f(x) = [3(x+1)2 + 3(x+1)+1] – [3x2 + 3x + 1] = 6x+6;


в) різниця третього порядку:

(3f(x) = (2f(x+1) - (2f(x) = [6(x+1)+6] – [6x+6] = 6;


г) різниці четвертого й більше високого порядків:

(kf(x) = 0 (k>3)


Є вірним твердження: якщо функція - поліном ступеня n виду (3.24), то скінченні різниці n-го порядку постійні:

(nPn(x) = n!anhn  = const, 


(3.46)


де h = (x 


Символ ( можна розглядати, як оператор, що ставить у відповідність функції y = f(x) функцію (y = f(x+(x) – f(x) (величина (x є постійною). 


Властивості оператора (:


а) ((u+v) = (u + (v;


б) ((C(u) = C((u (C – константа);


в) (m((ny) = (m+ny (m,n – цілі невід’ємні числа. За визначенням: (0y = y.


Вираження функції через скінчені різниці різних порядків:


а) з формули (3.43):.
f(x+(x) = f(x) + (f(x); 



(3.47)


б) розглянувши (, як символічний множник, одержимо

f(x+(x) = (1+()(f(x); 



(3.48)


в) послідовно застосуємо співвідношення (3.48) n раз:

f(x+n((x) = (1 + ()nf(x);



 (3.49)


г) скористаємося розкладанням правої частини (3.49), як бінома Ньютона:
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(3.50)


де 
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(3.51)


За допомогою формули (3.50) можна виразити через скінченні різниці значення функції, що послідовно зростають з кроком (х.

Вираз скінченної різниці n-го порядку через значення функції в n точках:


а) скористаємося тотожністю:
( = (1+() – 1; 




(3.52)


б) запишемо різницю n-го порядку й застосуємо до неї біном Ньютона:
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(3.53)


в) в силу (3.49):
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Формула (3.54) дає вираз скінченної різниці n-го порядку функції f(x) через послідовні значення цієї функції.


Нехай функція f(x) має на відрізку (х; х+(х) неперервну похідну f(n)(x). Тоді буде вірною формула:
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(3.55)


Ця формула має значення в дослідженнях, пов'язаних із практичним використанням скінченних різниць в обчислювальних процедурах.


Часто доводиться розглядати функції y = f(x), які задані табличними значеннями yі = f(xі) для системи рівновіддалених точок xі (і = 0,1,2...), де:

(xi = xi+1 – xi = h = const. 



(3.56)


У цьому випадку кінцеві різниці послідовності yі визначаються співвідношеннями:
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(3.55)


Методами, описаними вище, можна одержати формулу для скінченних приростів високого порядку функцій, заданих у виді таблиць, яка аналогічна (3.51):
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З формули (3.58) виходить, що для обчислення n-й різниці (nyi треба знати n+1 член yi,yi+1,…,yi+n даної послідовності.


 Приклади:
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Скінчені різниці різних порядків зручно розташовувати у формі таблиць двох видів:

· горизонтальної таблиці різниць (табл. 3.1);

· діагональної таблиці різниць (табл. 3.2)

Таблиця 3.1 – Горизонтальна таблиця різниць

	x
	y
	(y
	(2y
	(3y
	…

	x0
	y0
	(y0
	(2y0
	(3y0
	

	x1
	y1
	(y1
	(2y1
	(3y1
	

	x2
	y2
	(y2
	(2y2
	(3y2
	

	…..
	…
	…
	…
	…
	…



Таблиця 3.2 – Діагональна таблиця різниць 

	x
	y
	(y
	(2y
	(3y

	x0
	y0
	
	
	

	
	
	(y0
	
	

	x1
	y1
	
	(2y0
	

	
	
	(y1
	
	(3y0

	x2
	y2
	
	(2y1
	

	
	
	(y2
	
	

	х3
	y3
	
	
	


 Розділені різниці


Нехай функція f(x) задана у виді таблиці в не обов'язково рівновіддалених точках х0, х1,...,xn  (xі+1 - xі = hі(const). Значення функції в цих точках, відповідно: y0 = f(x0), y1 = f(x1),...,yn = f(xn). 


Розділені різниці першого порядку – це величини скінчених  різниць функцій, які віднесені на кожному інтервалі до одиничної довжини кроку hі=xі+1-xі (і = 0,1,..., n-1):
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(3.60)


Розділені різниці першого порядку мають зміст середніх швидкостей зміни функції на кожному інтервалі.


Розділені різниці другого порядку визначаються, як розділені різниці від перших різниць:
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(3.61)


У загальному випадку розділені різниці k-го порядку визначаються через розділені різниці (k-1)-го порядку по рекурентній формулі:
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Властивості розділених різниць:

· розділені різниці k-го порядку є симетричними функціями своїх аргументів і виражаються через вузлові значення функції:
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(3.63)


де ((n(xi) = (xi-x0)(xi-x1)…(xi-xi-1)(xi-xi+1)…(xi-xn) (див. (3.31));
· якщо функція f(x) на відрізку [x0;xn]  є n разів неперервне диференціюємою, то виконується співвідношення:
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де x0 < ( < xn;
· розділені різниці n-го порядку від алгебраїчного многочлена  n-го ступеня є  постійними, а різниці більше високих порядків дорівнюють нулю;
· кінцеві різниці для рівновіддалених проміжків можна розглядати, як окремий випадок розділених різниць.

 Інтерполяційний поліном Ньютона


Для багатьох практичних задач інтерполяції доцільніше виразити інтерполяційний поліном через розділені різниці, чим використати форму Лагранжа. Інтерполяційний поліном може бути записаний через розділені різниці у вигляді:

	Pn(x)=f(x0) + (x-x0)f(x0;x1) + (x-x0)(x-x1)f(x0;x1;x2) +

+ … + (x-x0)(x-x1)…(x-xn-1)f(x0;x1;…;xn)
	(3.65)



Поліном, записаний у виді (3.65), називається інтерполяційним поліномом Ньютона для нерівновіддалених вузлів.


Поліноми n-го ступеня, що визначаються  формулами (3.65) і (3.36) є тотожно рівними тому що приймають однакові значення в n+1 -й вузловій точці. Тобто , вираз (3.65) суть  інша форма запису полінома Лагранжа. 


Форма запису (3.65) зручна тим, що при додаванні до вузлів х0,х1,...,xn  нового вузла хn+1:


а) всі обчислені раніше доданки залишаються без змін, 


б)  в (3.65) додається тільки новий доданок.


Якщо в (3.62) покласти n=1, то одержимо формулу для лінійної інтерполяції, яку часто використовують на практиці: 

[image: image71.wmf])

x

x

(

x

x

y

y

y

)

x

(

P

0

0

1

0

1

0

1

-

×

-

-

+

=

. 


(3.66)


Найчастіше  формула (3.66) використовується для розрахунку значень між вузлами функцій, що задані таблицями,  . При цьому допускають, що при невеликій зміні функції у вузлових точках закон зміни функції між вузлами можна вважати приблизно лінійним.


Приклад 3.5


Щільність 10%-ного розчину спирту становить 0,9819 г/см3, а 20 %-ного - 0,9686. Розрахувати щільність 13 %-ного розчину спирту.


Розв’язання: 


Підставляємо значення в формулу (3.66): х0 = 10, х1 = 20, х=13, y0 = 0,9818; y1 = 0,9686:
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Для рівновіддалених вузлів вираження для полінома Ньютона спрощується. У цьому випадку:  xі = x0 + і h (і = 0,1,2,...,n), що приводить до виконання для розділених різниць співвідношення:
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(3.67)


Для інтерполяції функції в точці х, близької до х0:

а) уведемо нову змінну:
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(3.68)


Тоді вузлам інтерполяції відповідають значення: 

t0 = 0; t1 – 1;…;tn = n;


(3.69)


б) множники в (3.65) перетворяться в такий спосіб:
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в) Підставивши (3.70) в (3.65), одержимо інтерполяційну формулу Ньютона для інтерполяції вперед: 
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Для інтерполяції функції, у точці х, близької до кінцевого вузла xn, зручніше ввести змінну:
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(3.72)


У цьому випадку одержимо формулу інтерполяційного полінома Ньютона для інтерполяції назад:
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У цій формулі використаються скінчені різниці, що розташовані на нижній діагоналі різницевої таблиці.

Тема 3. ЧИСЕЛЬНЕ ІНТЕГРУВАННЯ
Аналітичне інтегрування


За допомогою сучасної комп’ютерної техніки можна розв’язувати задачі не тільки чисельного інтегрування, але й аналітичного інтегрування тощо, тобто, рішення задачі, оберненої до диференціювання: знаходження функції по її першої похідної. Безумовно, це можливо лише у обмеженій кількості випадків, коли вдається виразити інтеграл через елементарні або спеціальні функції. Аналітичне інтегрування вручну є дуже важкою і громіздкою операцією, і уведення до практики комп’ютерного інтегрування дозволяє суттєво полегшити цей процес.


У пакеті МathCAD для проведення аналітичного інтегрування використовується панель Calculus математичного аналізу, за принципом максимальної близькості до стандартної математичної нотації. На скріншоті   (рис. 4.1) зображені можливі випадки проведення аналітичного інтегрування в середовищі МathCAD:


а) у першому випадку функція від х спочатку визначається за допомогою символу присвоєння (:=), а потім інтегрується. В усіх випадках довільна постійна інтегрування не додається;


б) у другому випадку функція безпосередньо записується під знаком інтегралу. Для обчислень необхідно після уводу формули перенести стрілку „символьні обчислення” з панелі Symbolic і клацнути мишею за межею формули;


в) третій випадок (рис. 4.1) – коли результат інтегрування є спеціальна функція, у даному випадку – інтеграл похибок:
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(4.1)

г) четвертий випадок – коли результат інтегрування не можна виразити через елементарні або загальноприйняті спеціальні функції. У цьому випадку результат – це незмінний вираз із збереженням знаку інтегрування.

 Метод розкладання в ряд Тейлора-Маклорена


На практиці найчастіше для вирішення задач інтегрування використовується чисельне інтегрування. Його доводиться влучати, як модуль, до складу комп’ютерних програм рішення багатьох прикладних задач у різних галузях науки та техніки. У цьому розділі будуть розглянуті загальні підходи до чисельного інтегрування.

Для наближених обчислень визначених інтегралів використовують 2 типи методів:


а) розкладання функції в ряд Тейлора-Маклорена з наступним інтегруванням поліному що одержаний,


б) використання наближених формул.


Перший з цих методів використовується на практиці для комп’ютерних розрахунків спеціальних функцій. Другий – для розв’язання широкого кола задач інтегрування.


Приклад 4.2


Побудувати таблицю значень і графік функції
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(4.5)

шляхом розкладання у ряд з точністю до 10-6

Розв’язання


Шляхом прямих розрахунків можна показати, що її розклад до ряду Тейлора-Маклорена має вид:
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(4.6)


Проводимо інтегрування поліному(4.6):


[image: image82.wmf]å

å

ò

ò

ò

å

¥

=

-

+

¥

=

-

+

¥

=

-

+

-

-

×

-

-

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

-

-

=

=

-

-

=

1

k

1

k

2

)

1

k

(

1

k

x

0

)

1

k

(

2

)

1

k

(

x

0

x

0

1

k

)

1

k

(

2

)

1

k

(

x

)!

1

k

(

)

1

k

2

(

x

)

1

(

dt

)!

1

k

(

t

)

1

(

dt

)!

1

k

(

t

)

1

(

dx

e

2



(4.7)


Для укладання комп’ютерної програми розрахунків суми нескінченного збіжного ряду (4.7) одержимо рекурентну формулу для зв’язку двох сусідніх членів ряду:
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(4.8)


звідси:
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(4.9)


Перший член ряду (4.7): 
[image: image85.wmf]x
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. Звідси одержуємо алгоритм для розрахунків суми ряду із заданою точністю ( при конкретних значеннях х:


а) задаємо значення х; точність  (;

б) присвоюємо а=х; k=1початкове значення суми S=а

в) розраховуємо а1 по формулі (4.9);

г) дорвемо до суми: S=S+a1, присвоюємо k=k+

г) перевіряємо умови кінця розрахунків: abs(a1)< (


1) якщо виконується – кінець розрахунків і друк S;


2) якщо ні – присвоюємо а=а1 і повертаємось на крок в)
 Загальні методи побудови квадратурних формул


Нагадаємо, що визначеним інтегралом функції f(x), узятому в інтервалі від a до b, називається межа, до якої прагне інтегральна сума:
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(4.10)

при прагненні всіх проміжків ∆xi до нуля:
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(4.11)


4.3.2 Геометричний зміст: визначений інтеграл - площа під кривій y = f(x) на відрізку[a,b]. На рис. 4.5 це - заштрихована область.
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Рисунок 4.5 – Геометричний зміст визначеного інтеграла

При наближеному обчисленні визначеного інтеграла крок інтегрування h=∆x вибирається кінцевим:
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де Ii - елемент інтегральної суми. 


4.3.4 Заміняючи підінтегральну функцію на кожному кроці відрізками ліній нульового, першого й другого порядків, одержуємо наближені формули для обчислення інтеграла відповідно, методами: 


а) середніх прямокутників; 


б) трапецій;


в)  Сімпсона.


Формули для обчислення інтегралів називають квадратурними формулами. Для підвищення їхньої точності:

· відрізок інтегрування розділяють на ряд часткових інтервалів, 

· усередині кожного з яких розраховують площу (інтеграл), 

· загальний інтеграл знаходять підсумовуванням. 

4.4 Метод середніх прямокутників


Розіб'ємо відрізок [a,b] на n частин. Будемо вважати, що довжини всіх частин однакові. Одержуємо серію відрізків [xi,xi+1] ( [a,b] довжиною:
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(4.13) 


Позначимо середини кожного відрізка:
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(4.14)

і побудуємо на кінцях кожного із часткових відрізків прямокутники, верхні сторони яких проходять через середини цих відрізків (рис. 4.6)


Площа довільного і-го прямокутника дорівнює:

Si = h(f(
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Інтеграл приблизно дорівнює сумі площ кожного із цих "середніх" прямокутників
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Рисунок 4.6 – Метод середніх прямокутників
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(4.16)


Формула (4.16) називається квадратурною формулою середніх прямокутників. Показано, що погрішність цієї формули для двічі диференційованої функції пропорційна h2 , тобто , зі збільшенням кількості кроків (і відповідно, зменшення розміру кроку h) точність зростає за квадратичним законом


Загальний прийом встановлення досягнення необхідної точності при інтегруванні в практичних розрахунках: 


а) Проводять процедуру інтегрування з n кроками, розраховують значення інтеграла S1.


б) Збільшують кількість кроків в 2 рази й знову проводять інтегрування, одержують значення S2.


в) Перевіряють умову :

|S2 - S1| < (,




 (4.17)


де   ( > 0 - мале позитивне число, що обрано як  міра точності.

· Якщо нерівність (4.17) виконується - необхідна точність досягнута, кінець обчислень.

· Якщо нерівність (4.17) не виконується - кількість кроків збільшується у 2 рази й знову відбуваються обчислення й перевірка (повернення на крок б) з попередньою заміною: S1 = S2)
4.5 Формула трапецій


Виконаємо наступні дії:


а) розіб'ємо відрізок інтегрування [a,b] на n частин однакового розміру з відстанню між сусідніми точками 
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б)  розрахуємо значення підінтегральної функції в точках розбивки: y0 = f(x0 = a), y1 = f(x1), …, yn=f(xn);


в) з'єднаємо точки у0,..,yn  ламаною лінією. Одержимо багатокутник, що наближає область під кривою (рис 4.7, заштрихована область).  Площа цього багатокутника приблизно дорівнює шуканому інтегралу;

г) цій багатокутник можна розглядати, як сукупність трапецій однакової висоти, з'єднаних загальними основами (рис. 4.7). У цих трапеціях: 

· основами є відрізки  [0;yi], 

· висотами є відрізки [xi,xi+1]=h


Площа багатокутника дорівнює сумі площ трапецій: 
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(4.18)


Оскільки у загальній сумі, що складає площу: 

· складові 
[image: image97.wmf]2
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для i = 1,…,n-1 зустрічаються два рази, 

· складові 
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 зустрічаються  по одному разу, 

формула (4.18) здобуває свій кінцевий вид, наведений вище. 


Формула (4.18 ) носить назву формули трапецій. Вона широко використовується в чисельному інтегруванні. Теоретично доведено, що погрішність для підінтегральної функції, що двічі здиференційована на [а,b], є пропорційною h2.
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Рисунок 4.7 – Метод трапецій

Тема 4. ЧИСЕЛЬНІ МЕТОДИ РОЗВ'ЯЗАННЯ ДИФЕРЕНЦІЙНИХ РІВНЯНЬ

Основні визначення. Задача Коші


Нагадаємо, що диференціальним рівнянням першого порядку називається співвідношення  виду:
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(5.1)


де у – невідома функція від х.



Надалі  будемо вважати, що рівняння (5.1) розв’язано відносно похідній і має вигляд:
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 (5.2)


Диференціальні рівняння з однієї незалежної змінної називаються звичайними диференціальними рівняннями (ЗДР).


Розв’язком диференціального рівняння називається функція у(х), що, будучи підставлена в рівняння обертає його в тотожність. 


Загальний розв’язок диференціального рівняння визначено з точністю до довільної постійної. 


Рішення диференціального рівняння, що проходить через задану точку (х0,у0), називається частковим розв’язком.


Справедлива наступна теорема: якщо в рівнянні (7.5) функція f(x,y)та її частинна похідна по у є неперервними в деякій області D на площині OXY, що містить деяку точку (х0,у0), то існує єдиний розв’язок  цього рівняння у = ((х) , що задовольняє умовам:

y=y0  при х = х0. 



(5.3)


де M0(x0;y0) ( D;


D = {(x,y)|x0 ≤ x ≤ x0+ℓ, |y-y0| ≤ a} – обмежена область значень х і у.

5.1.6 Умови (5.3) називаються початковими умовами, а задачу знаходження рішення рівняння (5.2), тобто функції, що задовольняє умовам (5.3) називаються задачею Коші.

Функція, що є частковим рішенням диференціального рівняння, називається інтегральною кривою, а процес знаходження розв’язку - інтегруванням диференціального рівняння.

Геометрична трактовка: графік часткового рішення у=у(х) є інтегральною кривою, що проходить через точку М0(х0,у0), яка задана в області D. 

Відомо, що рішення задачі Коши на відрізку [x0;x0+h]:

· існує;

· є єдиним,

якщо функція f(x,y) водночас:

· є неперервною в області D;

· у цій області задовольняє умові Ліпшиця:

|f(x,y1) – f(x,y2)| ≤ N(|y1-y2|,


 (5.4)


де N – константа Ліпшиця,
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Для одержання розв’язків звичайних диференціальних рівнянь використовують наступні методи:


а) точний аналітичний розв’язок – коли рішення одержують у виді точної аналітичної залежності за допомогою методів математичного аналізу;


б) наближений аналітичний розв’язок – коли рішення одержують у вигляді наближеної аналітичної залежності;


в) чисельний розв’язок – коли рішення одержують у вигляді табличної залежності y від х.

В наступних підрозділах будуть розглянути методи отримання табличних і чисельних розв’язків ЗДУ за допомогою сучасних комп’ютерних технологій.

 Одержання наближених числових розв’язків. Метод Пікара


Для багатьох задач моделювання у природничих і технічних науках часто виникає необхідність отримати аналітичне рішення ЗДР при заданих початкових умовах. Оскільки точний розв’язок  задачі Коші є можливим у обмеженої кількості випадків, для знаходження часткового розв’язку використовують наближені методи. Нижче будуть розглянуті 3 найбільш популярні методи: метод Пікара (метод ітерацій), метод розкладання у ряд і метод малого параметру.


Розглянемо ЗДУ 1-го порядку 
[image: image104.wmf])
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  з заданими початковими умовами y=y0  при х = х0. Використаємо наступні дії:

а) візьмемо інтеграли від обох частин диференціального рівняння:
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б) звідси:
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(5.8)


Рівняння (5.8) є основою для методу послідовних наближень (ітерацій), аналогічного методу простих ітерацій Якобі для розв’язання алгебраїчних рівнянь:


а) обираємо за нульове наближення деяку функцію у0(х);


б) підставляємо її у (5.7), отримуємо перше наближення:
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в) підставимо перше наближення у (5.8), одержимо друге наближення, і т.д. Отримуємо ітераційний процес:
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(5.10)


Можна довести: якщо ітераційний процес (5.10) збігається (тобто, із зростанням k  послідовні наближення прагнуть до деякої граничної функції), то вона є рішенням диференціального рівняння (5.2). Даний ітераційний процес носить ім’я Ш. Пікара


Проблемним у методі є вибір початкового наближення.  Як завжди в ітераційних методах, чим ближче початкове наближення до рішення, тім краще воно буде збігатися до нього. Але інформація про таке рішення буває наявна рідко. На практиці,  якщо про рішення нічого невідомо, за початкове наближення обирають функцію у = у0. 


Позитивною властивістю методу ітерацій Пікара є збіжність для усіх х, що знаходяться поблизу для початкового наближення. Це пов’язано з тим, що  при розрахунках наступних наближень необхідно інтегрувати попереднє. При послідовному інтегруванні функції у цілому згладжуються, і будь-які погрішності, що пов’язані з вибором нульового наближення , округлення та інших, нівелюються 


Метод Пікара вимагає виконання значного обсягу аналітичних розрахунків. Але сучасні технології з використанням сучасних пакетів символьної та прикладної математики дозволяють автоматизувати ці розрахунки. 

 Наближені розв’язки. Розкладання в ряд


Інший наближений спосіб одержання розв’язків ЗДУ заснований на тому, що з диференціального рівняння шляхом диференціювання можна знайти похідні високого порядку у точці х0, тобто коефіцієнти розкладання  у ряд Тейлора. Необхідна кількість членів визначається за допомогою їх послідовного обчислення і порівняння з обраним ступенем точності


Розглянемо загальну процедуру на прикладі отримання розв’язку рівняння:
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а) будемо шукати рішення у вигляді поліному 4-го ступеня:

y = a0 + a1x + a2x2+a3x3+a4x4, 


(5.18)

де коефіцієнти а0...а4  підлягають визначенню.


б) підставимо у (5.24) х = 0 і початкову умову:

y(0)=a0 = 1. 



(5.19)

в) Розрахуємо похідні 1-4 порядку від виразу (5.17) при х = 0:
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Звідси отримуємо наближене рішення:
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(5.24)
що непогано апроксимує дійсне рішення на невеликої відстані від початкового наближення.


Асимптотичне ітераційний метод і метод розкладання у ряд приводять до одного й того ж розкладання до ряду Тейлора, однак  метод Пікара є більш привабливим, оскільки він у середовищі wxMAXIMA він вимагає значено менше зусиль і дозволяє отримати рішення з більшою точністю у порівнянні з розкладанням у ряд. 
 ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВЯЗАННЯ ЗВИЧАЙНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ РІВНЯНЬ
Класифікація чисельних методів розв’язку задачі Коші


Точний розв’язок задачі Коші є можливим лише в порівняно рідких випадках. Для знаходження часткового рішення в основному використовують чисельні методи. 


Загальний принцип чисельного розв’язання: починаючи з точки (х0,у0), рухаючись на обраній послідовності точок   х0, х1,...,xn обчислюють наближені значення у0, y1,...,yn шуканого розв’язку задачі Коші.


Більшість чисельних методів можна представити у вигляді рекурентної формули

yi+1 = ((yi-r,yi-r+1,…,yi,yi+1,…yi+s), 


(6.1)


де:


( - функція, що визначає обчислювальну схему методу;


r – кількість попередніх кроків, що використані для отримання розв’язку;


s – кількість наступних кроків, що використані для отримання розв’язку.


При цьому:

· якщо  r=0, 0 ( s ( 1 – метод називається однокроковим;

· якщо r ( 1 або  s > 0 – метод називається багатокроковим.


Одно- та багатокрокові методи називають:

· явними при s =0;

· неявними при s = 1;

· методами із забіганням вперед при s > 1.


Більшість чисельних методів розроблено для розв’язання одиничного диференціального рівняння. Але вони можуть бути застосовані для розв’язання систем рівнянь або рівнянь другого та більш високого порядків, шляхом зведення до послідовності одиничних рівнянь першого порядку, подібно тому, як це було зроблено при знаходженні наближених розв’язків  у підрозділах 3.3 і 3.4.

Метод Ейлера 


Найпростішим однокроковим методом наближеного чисельного розв’язання задачі Коші є метод Ейлера (метод ламаних). У цьому методі наближені значення часткового розв’язку y(xi) на відрізку [x0,x1 = x0+ℓ] визначаються за допомогою дотичних.


Нехай А(х0,у0) – точка через яку проходить інтегральна крива АС, що є розв’язком диференціального рівняння 
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 при початковій умові у(х0)=у0 (рис. 6.1). Виконаємо наступні дії:


а) проведемо через точку А дотичну АВ до кривої АС. При цьому за визначенням: 
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(6.2)


б) розрахуємо ординату точки перетину дотичної АВ  і прямої y=x1 (рис. 6.1);


в) з прямокутного трикутника ABD маємо при (x=х1-х0:

у1 – у0 = (х1-x0)(tg( = (x1-x0)(f(x0,y0) = f(x0,y0)((x; 

(6.3)

в) будемо розглядати точку перетину у1 за наближене значення розв’язку диференціального рівняння у(х1) точці х1, тобто у(х1)=у1(в) ( у1 (рис. 6.1). Звідси:
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(6.4)


Вираз (6.4) дозволяє одержати наближене значення невідомої функції у точці х1 через значення дотичної цей функції у точці х0 та її відстані (х від точки х0. Він буде тим точніше, чим менше величина (х = х1-х0.
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Рисунок 6.1 – Метод Ейлера

Користуючись формулою (6.4), можна побудувати наступний алгоритм наближеного числового розв’язку диференціального рівняння у точці хf :


а) розділимо відстань від х0 до xf на N кроків однакової довжини h:
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(6.5)


б) на першому кроці візьмемо х1 = х0+h, обчислимо по формулі (6.4) наближене значення у1=у(х1)


в) на другому кроці використаємо одержане значення у1 замість у0 у формулі (6.4) для розрахунку наближеного значення y2 в точці х2=х1 + h;


г) подібний процес продовжуємо далі, так, що на довільному і-му кроці буде:

y(xi) ( y(xi-1) + f(xi-1,yi-1)(h (i = 1,.,…,N);


(6.6)


д) після N-го кроку одержимо шуканий наближений розв’язок у точці xf.


Геометрична інтерпретація: рух до кінцевої точки відбувається по ламаної, що наближено передає характер інтегральної кривої (рис.6.2). 

Метод Ейлера має перший порядок точності: погрішність є пропорційною величині кроку h. З видаленням від початкової точки погрішності в значеннях yi починають накопичуватись. 


Приклад 6.1


Методом Ейлера знайти розв’язок  диференціального рівняння 
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при початкових умовах y(0)=1 у точці х = 1, обрав кількість кроків 10. Вивчити, як буде змінюватись абсолютна погрішність із збільшенням кількості кроків. Оцінити, яку величину кроку необхідно обрати, щоб погрішність склала не більше 10-6.


Розв’язання

Точний розв’язок рівняння: y = exp(x), що надає можливості розрахувати абсолютну погрішність.


Розв’язання проводимо у середовищі ООо Calc (скріншот зображено на рис. 6.3). Хід розв’язання:


а) у комірці F2 задаємо величину кроку;


б) у комірках стовпця С розраховуємо поточні значення х;


в) у комірку D5 записуємо початкову умову у(0)=1; 
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Рисунок 6.2 – Метод ламаних 

Багатокрокові методі

У однокрокових методах, що були розглянуті у попередніх підрозділах для рішення ЗДУ використовують інформацію про рішення тільки у попередній точці. У багатокрокових методах обчислювальні схеми використовують інформацію про рішення на декількох попередніх кроках. Це дозволяє зменшити витрати на рішення. Нижче будуть розглянуті деякі з таких методів.


Метод Адамса. Основна ідея :


а) нехай знайдені наближені рішення у(х) в k+1 точках xi, xi-1,…xi-k з постійним кроком h;


б) позначимо:  y(xi)=yi, f(xi,yi) = fi;


в) по даним вузлам будуємо інтерполяційний поліном Pk(x) для функції f(x,y(x));


г) вважаємо наближено:
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(6.45

д) інтегруємо вираз (6.45):
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(6.46

е) виражаємо Рk(x) через скінчені різниці функції f(x,y(x)), користуючись формулою Ньютона для інтерполяції назад:
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де 
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ж) якщо обмежитися різницями третього порядку, отримаємо наступну екстраполяційну формулу Адамса:
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де Fi = h(f(xi,y(xi)).


Метод Адамса-Башфорта. На практиці зручніше  використовувати  не скінчені різниці, а значення функції в k точках. Для цього:


а) виразимо скінчені різниці через значення функції:
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б) підставимо їх у (6.47), отримаємо екстраполяційну формулу Адамса – Башфорта:
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(6.50

Формули (6.48, (6.50) називаються екстраполяційними тому, що вони використовують значення функції fi в точках хі, хі-1, xi-2, xi-3, що попереджають відрізку інтегрування [xi;xi+1]. 


Значення уі+1 може бути уточнено за алгоритмом Адамса-Мултона:


а) розраховують уі+1 по формулі (6.50);


б) розраховують величину fi+1 = f(xi+1,yi+1);


в) уточняють уі+1 за допомогою інтерполяційної формули Адамса-Мултона:
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(6.51)


Формула (6.51) отримується аналогічно (6.48) і (6.50), якщо замість Pk(x) використовувати поліном Ньютона (6.47), що побудований на точках xi+1,xi,xi-1,xi-2.


Формула Адамса (6.48), (6.50) мають четвертий порядок точності. Різницю між значеннями yi+1, розрахованими по формулам (6.50) (прогноз) і (6.51) (корекція), можна прийняти за міру локальної погрішності на даному кроці. При придатному виборі кроку h можна добитися, що:
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де 
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 - рішення, що отримано за допомогою формули (6.50);
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( - наперед обране мале позитивне число (міра точності)


Проблема: багатокрокові методи не можуть бути використані на початковому етапі, оскільки для них крім початкового наближення необхідні ще 3 значення y. Тому на початковому етапі:


а) виконують 3 кроки методу Рунге-Кути, отримують з у0 послідовно точки у1,у2,у3;


б) ці точки використовують для виконання подальших розрахунків методом Адамса-Башфорта.

Для досягнення більш високої точності у початкових точках величину кроку методу Рунге-Кути обирають меншою за величину кроку в подальших розрахунках.


Переваги методу Адамса і Адамса-Башфорта:

· менший обсяг обчислень на кожному кроці;

· економний автоматичний контроль величини кроку

Метод Адамса також можна використовувати для розв’язання систем ЗДУ.

В середовищі Scilab метод Адамса реалізується шляхом уведення у тип рівняння функції ode (див. 6.5) позначення ‘adams’


Метод Мілна подібно методу Адамса, є багатокроковим методом четверного порядку точності типу „прогноз-корекція”.  Алгоритм:


а) методом Рунге-Кути, виходячи з початкового наближення y(x0) = у0, знаходять 3 послідовних рішення y1=y(x0+h), y2=y(x0+2h) y3=y(x0+3h);


б) по 4-м попереднім точкам розраховують прогноз - наступне значення уі+1:
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де fi=f(xi,yi) (i = 3,4,5,…);


в) розраховують значення правої частини рівняння:
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г) корегують значення уі+1:
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Гранична абсолютна погрішність значення yi  в методі Мілна складає:
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Приклад 6.7 

Порівняти результати рішення диференціального рівняння: 
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(6.57)

на відрізку [0;2] методом Рунге-Кути і Адамса. Кількість кроків:20. Підрахувати кількість розрахунків функції у правій частині (6.57).

ЧИСЕЛЬНЕ РОЗВ’ЯЗАННЯ ЖОРСТКИХ СИСТЕМ І КРАЙОВИХ ЗАДАЧ
Поняття жорстких систем ЗДУ


Серед систем диференціальних рівнянь першого порядку великий інтерес представляють так звані жорсткі системи, які можна розглядати, як аналоги погано обумовлених систем лінійних рівнянь в лінійної алгебрі. 


Приклад жорстких систем – система рівнянь:
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(7.1)


Частковий розв’язок


[image: image139.wmf]ï

î

ï

í

ì

+

-

=

-

=

-

-

-

-

.

e

e

y

;

e

e

2

x

t

1000

t

t

1000

t





(7.2)


Особливості: 


а) система є автономною (її права частина не залежить від часу);


б) кожна з компонент рішення містить:


- швидку складову (e-1000t), яка відрізняється від 0 тільки у малому діапазоні зростання часу навколо 0;


- повільну складову, яка суттєво змінюється в усій області значень часу (члени е-t).


Хоча швидка складова дуже швидко збігається з нулем і не вносить суттєвого внеску у рішення в усіх інтервалах, крім початкового, при чисельному інтегруванні саме вона вносить обмеження на величину кроку інтегрування. Дійсне, 


а) якщо використати підстановку:

x = 2u-v,
y = -u+v,



 (7.3) 

то система (7.2) розпадеться на два незалежних рівняння:
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б) використаємо метод Ейлера з деяким кроком h до розв’язання першого рівняння системи (7.4), одержимо рекурентне співвідношення:

vn+1 = vn – 1000(h(vn = vn((1-1000(h), 

(7.5)


в) умовою сталості обчислювального процесу (3.108) і,у відповідності з (7.5), його прагнення до 0 при t (( є обмеженість виразу у дужках:

|1-1000(h| < 1; 




(7.6)


Звідси при позитивних h повинно бути обмеження на величину кроку: h<0,001.


Таким чином при h > 0,001 процес Ейлера перестає бути сталим, і це приводить до появи великих значень розв’язків, впритул до переповнення розрядної сітки комп’ютера. Те ж саме спостерігається і при використанні методів більш високого порядку, наприклад методу Рунге-Кути.


Таким чином:


а) для жорстких систем характерна наявність різниці на декілька  порядків у параметрів рівнянь, або можливість привести їх до такого виду шляхом підстановок. Це викликає появу „швидких” і „повільних” складових;


б) основним протиріччям жорстких систем є те, що дрібний крок інтегрування, який є необхідним для відтворення швидких процесів, не може бути збільшений на тих ділянках часу, коли внесок швидких процесів буде практично нульовим. 


Перша дільниця, де суттєвим є внесок швидких процесів носить назву пограничного шару. У випадку системи (7.1) він розташований від 0 до 0,01.


Властивість жорсткості системи ЗДР має аналогію з погано обумовленими системами лінійних алгебраїчних рівнянь. Як показано у частині 1, умовою поганої обумовленості є велике значення числа обумовленості – відношення найбільшого та найменшого сингулярних чисел матриці коефіцієнтів. Подібна ситуація є у випадку ЗДУ: за критерій жорсткості можна обрати відношення сингулярних чисел якобіану правої частини системи.
 Крайові задачі. Метод стрільби


Для розв’язання задачі Коші для  систем диференціальних рівнянь треба  задати початкові умови, тобто значення розв’язків у деякої однієї точці часу. Але можна задати також значення першої з функцій-розв’язків у початковій точці , а другої – у будь-якої іншої точці, або задати значення одного й того ж розв’язку у двох точках (для системи двох ОДУ). Такі умови і задачі носять назву крайових.

Приклад: знайти розв’язок системи диференціальних рівнянь:
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(7.27)

при крайових умовах  х(0)=1 і х(1)=0,75


У цій задачі не задано початкових значень змінної у. Але для того, щоб виконувалось друга крайова умова, початкове значення у(0) повинно мати строго визначене значення. 


Крайові задачі можна сформулювати для диференціальних рівнянь високого ступеня. У випадку задачі Коші для рівнянь 2-го ступеня необхідно задати у початковій точці значення функції-розв’язку та її першої похідної. У випадку крайової задачі можна задати значення функції-розв’язку у двох точках. Приклад -  диференціальне рівняння:
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На практиці крайові задачі для систем ЗДУ використовуються у такій постановці: наявна система з m ЗДУ, що містить:

· m невідомих х1,x2,…,xm;

· r граничних умов, що задані  у точці t= a. Вони мають вид: 
xk(a) = xak (k=1,2,…,r), 
(7.29)

· m - r граничних умов, що задані у точці t = b. Вони мають вид:
xp(b) = xbp (p=r+1,r+2,…,m), 
(7.30)

Не порушуючи спільності, можна вважати, що b > a

Для розв’язання таких систем часто використовують наступний метод:


а) свавільно задають серію початкових умов для невідомих  xp (p=r+1,r+2,…,m) у виді хp(a) = zp-r,


б) проводять інтегрування системи при цих початкових умовах, знаходять розв’язки у другій крайовій точці t=b: xp(b)|zp-r. 

Неперервне змінюючи початкові умови по п. б), одержуємо неперервні залежності розв’язків у точці t = b від початкових умов.

г) серед розв’язків знаходять ту початкову умову, вектор розв’язків у точці b, що за заданою нормою  відрізняється від заданих крайових умов у цій точці в межах заданої точності.


Фактично мова йде про розв’язання системи нелінійних рівнянь з m-r невідомими початковими умовами. Особливістю цей системи є те, що ліві частини кожного рівняння – це розв’язки диференціальних рівнянь, що одержують чисельно.

Описаний метод на першому етапі похожий на стрільбу по мішені, тому в літературі його називають методом стрільби або пристрілки (shooting).


Розв’язання крайової задачі методом стрільби легко організувати у середовищі Scilab. При цьому вдається сумістити розв’язок нелінійної системи з одночасним розв’язанням диференціальних рівнянь.

.

 Обчислення властивих значень і властивих векторів матриць


Якщо перша за значимістю задача прикладної алгебри – це розв’язок систем лінійних алгебраїчних рівнянь, те друга - це знаходження властивих значень і властивих векторів квадратних матриць,  тобто , знаходження всіх значень ( і векторів С, які відповідають їм, що є розв’язками рівняння:

АС = (С, 




(8.33)


де А – квадратна матриця розмірами n(n.


Числа  ( називають властивими значеннями матриці А, вектора С – властивими векторами матриці А.


Суть алгебраїчного рішення полягає в тім, що вираження (8.33) приводиться до виду:

С(А-(Е) = 0,



 (8.34)


де Е – одинична матриця.


Єдиний розв’язок однорідної системи (8.34) лінійних алгебраїчних рівнянь існує тоді й тільки тоді, коли визначник матриці коефіцієнтів дорівнює нулю, тобто

 Det(() = |А-(Е| = 0. 


(8.35)


Рівняння (8.33)  і визначник, який розкривають, називаються характеристичним рівнянням і характеристичним визначником.


Знаходження власних векторів полягає в розкритті визначника (8.35) і одержання на його основі алгебраїчного рівняння n-й ступеня відносно (  (характеристичне рівняння). Розв’язуючи отримане рівняння (як правило, чисельно), одержують значення  (.


У відповідності до основної теореми алгебри, алгебраїчне рівняння n-й ступеня має рівно n коренів, дійсних або комплексно-спряжених. Тому квадратна матриця загального виду має рівно n власних значень, у тому числі  дійсних, комплексно-спряжених і кратних.


Властиві вектори знаходять  шляхом розв’язання системи (8.33) при отриманих значеннях  (. Властиві вектори визначаються з точністю до співмножника, тому одному з компонентів надають яке-небудь числове значення, і по ньому знаходять інші компоненти.


На практиці найчастіше  виникає задача знаходження властивих значень і векторів симетричних матриць. Такі задачі виникають у математиці (теорія квадратичних форм), механіці, фізиці, хімії, астрономії. Уперше такі задачі виникли в астрономії при вивченні вікових рухів планет. Тому визначник (8.35) для симетричних матриць іноді називають віковим (секулярним) визначником. 


Корисна властивість симетричних матриць полягає в тім, що їхні власні значення завжди є  дійсні числа.


Для знаходження властивих значень і властивих векторів в 19-початку 20 століття була розроблена безліч методів, спрямованих на розкриття характеристичного визначника або виділення окремих властивих значень, наприклад, найбільших за модулем. Ці методи були орієнтовані на "ручні" розрахунки й виявилися неефективними при комп'ютерній реалізації. Єдине досягнення методів 19 століття, що знайшло застосування в сучасних комп'ютерних програмах - це ітераційний метод обертань Якобі. Він був опублікований в 1846 р., але виявився незручним для "ручних" розрахунків і був надовго забутий. Його перевідкрили знову в 1952 році, коли фізикам, що займалися проблемою атомної зброї, знадобилося вирішувати задачі визначення власних значень і власних векторів симетричних матриць високої розмірності. Всі кращі "ручні" методи, застосовні до завдань максимум 5(5, виявилися непридатними для рішення з матрицями 100(100 і вище. Метод Якобі виявився добре пристосованим для цієї мети.


Метод Якобі (метод обертань) можна використовувати лише для симетричних матриць. Він полягає в тому, що ми намагаємося перетворити матрицю А до діагональному виду :

D = T-1(A(T 



(8.36)


де Т – ортогональна матриця перетворень, Т=Т-1.


В ітераційному процесі перетворення Т розщеплюють на послідовність двовимірних перетворень Т1Т2Т3... (=Т), кожне з яких має вигляд (8.37): 
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В (8.37) всі позадіагональні елементи, крім двох зазначених с и s, дорівнюють нулю. При цьому, з умови ортогональності,  с2 + s2 = 1, і величини с и s - суть cos(   і sіn(  , де (  - кут, на який виробляється обертання вихідної матриці з наступним дзеркальним відбиттям у площині (xі,xk).


У класичному варіанті методу Якобі на кожному кроці виробляється перетворення у нуль максимального за модулем елементу aіj. Оскільки матриця - симетрична, можна обмежитися операціями тільки з наддіагональними елементами, коли k > і. 


Для перетворення в нуль елементу aik(0 величини  с и s слід розраховувати по формулах:
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де
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(8.39)
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(8.40)


У цьому випадку отримаємо матрицю В = Т-1mATm зі зміненими и i-м та k-м стовпцями та рядками:

	bii=c2aii+s2akk+2csaik
	(8.41)

	bkk=s2aii+c2akk-2scaik
	

	bik=bki=0
	

	bij=bji=caji+sajk
	j=1,2,…,n, j(i, j (k
	

	bkj=bjk=caji-sajk
	
	

	bji = aji в інших випадках
	



У процесі перетворень виконується співвідношення:

bii2 + bkk2 = aii2 + akk2 + 2aik, 


(8.42)


а)  сума діагональних елементів збільшується;


б) на таку ж величину зменшується сума позадіагональних елементів.


Звідси виходить збіжність до діагональної матриці.


На практиці обчислювальний процес закінчують, коли найбільший за модулем позадіагональний елемент не перевищує заданого малого числа ( .


Якщо одночасно з перетвореннями Т-1АТ проводити подібне перетворення Т-1ЕТ з одиничною матрицею, те після діагонализації одержимо матрицю, стовпцями якої є ортонормовані властиві вектори матриці А, тобто , 


тобто: 


а) скалярні добутки векторів-стовпців з різними індексами є нульовими:
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б) довжина (модуль) кожного вектору дорівнює 1:
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(8.44)


Метод Якобі є  чисельно стійким, швидкість збіжності пропорційна n2. Він може застосовуватися у випадках кратних власних значень. Особливості програмування: 


а) у багатьох програмах використовують властивість симетрії матриці й записують її не у вигляді матриці n(n, а у вигляді вектора розміром n(n+1)/2, як  компоненти якого записують діагональні й наддіагональні елементи по черзі 1,2,...,n-й рядків. Це дозволяє заощаджувати пам'ять, що істотно для матриць великого розміру при використання комп’ютерів попередніх генерацій;


б) для забезпечення стійкості необхідно примусово робити нульовим елемент що виключається.


Розглянутий метод називається  методом Якобі з вибором головного елемента.  Його недолік: на кожній ітерації доводиться переглядати всі наддіагональні елементи в кількості n(n-1)/2 штук.  У випадку матриць великої вимірності це стає  фактором, що лімітує, розрахунки. У цьому випадку ефективніше застосувати варіант методу, що називається методом Якобі з перешкодами. У цьому методі перед початком обчислювального процесу створюється послідовність перешкод, наприклад, 1,0.1,0.01,...,0.1(k . У процесі перегляду знаходили перший позадіагональний елемент, більший ніж поточна перешкода, і виключали його. Якщо всі елементи виявлялися менше поточної перешкоди - переходили до наступної перешкоди. Процес повторювали доти  , поки не була пройдена остання перешкода.


У порівнянні з методом вибору головного елемента, метод з перешкодами вимагає більшого числа ітерацій. Однак їхнє збільшення компенсується  меншою глибиною перегляду наддіагональних елементів, тому загальний час виконання розрахунків скорочується.

Розрахунок властивих значень і властивих векторів квадратних матриць входить до складу вільності пакетів прикладної математики. Зокрема у Scilab є функція spеc(A), що дозволяє розраховувати властиві значення (дійсні або комплексні) для симетричних і несиметричних матриць. Якщо використовувати конструкцію: [A,C] =spec(X), те разом з властивими значеннями, видаються у формі діагональної матриці А, де за зменшенням розташовані властиві значення, розраховують матрицю ортонормованих властивих векторів С.
 АПРОКСИМАЦІЯ МЕТОДОМ НАЙМЕНШИХ КВАДРАТІВ. ЕЛЕМЕНТИ СПЛАЙН-АПРОКСИМАЦІЇ

 Апроксимація функцій методом найменших квадратів


Якщо значення функції f(x) отримані в результаті експерименту з випадковими погрішностями (шумами), для апроксимації розумніше застосовувати середнє квадратичні наближення, які:

· згладжують окремі локальні помилки спостережень;

· краще представляють реальну функціональну залежність.


Ілюстрація розходження між інтерполяцією й середнє квадратичною апроксимацією наведена на рис. 9.1. Як виходить з рис. 9.1:

· лінія інтерполяції проходить через всі точки, створюючи досить вигадливу залежність, якої не може відповідати  фізичному змісту задачі, 

· лінія середнє квадратичної апроксимації проходить усереднено й по своїй конфігурації є більше "природної" і простий.

[image: image148.png]




Рисунок 9.1 – Методи наближення експериментальної залежності шляхом інтерполяції (1) і середнє квадратичної апроксимації (2)

Для побудови найкращого середньоквадратичного наближення використається метод найменших квадратів (МНК) наступним чином:

а) нехай функція f(x) задана значеннями, які можуть містити випадкові помилки, на дискретній або неперервній множині Х ( [a,b];

б) оберемо систему лінійно незалежних на Х функцій (0(х), (1(х),…,(n(x) і розглянемо їх усілякі лінійні комбінації:
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 (9.1)


в) будемо апроксимувати функцію f(x) узагальненим поліномом (6.74). За принципом найменших квадратів (див. 4.1),   коефіцієнти с0,с1,...,сn узагальненого полінома (6.74) визначаються з умови мінімуму функціонала:
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(9.2)


г) для визначення мінімуму функціонала (9.2) дорівнюємо нулю його частинні похідні по невідомих параметрах:

[image: image151.wmf]0

,

f

(

)

,

(

c

2

n

0

i

k

i

k

i

c

k

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

j

-

j

j

×

=

å

=

¶

¶

F

 (k=0,1,2,…,n); 

(9.3)


д) функціонал Ф(с0,c1,...,cn) суть квадратична форма відносно аргументів. Згідно з теорією квадратичних форм, наявна лише єдина стаціонарна точка, для якої виконується умова (7.3). Через позитивну визначеність цієї квадратичної форми стаціонарна точка буде точкою мінімуму.


е) розділяючи відомі й невідомі в (9.3), одержуємо систему лінійних алгебраїчних рівнянь (9.4), що називають нормальною системою:
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(9.4)


ж) визначник системи (9.4) – це визначник грамма. У випадку лінійно незалежних функцій  (0(х), (1(х),…,(n(x) цей визначник відрізняється від нуля. У цьому випадку коефіцієнти с0,c1,...,cn визначаються однозначно.


Відмітимо, що постановка задачі є цілком аналогічною до задачі розв’язання системи перевизначених рівнянь. Нормальна система є симетричною, для її рішення можна використати метод квадратного кореня або Жордана-Гаусса. Якщо вимірність системи велика, то матриця системи може стати погано обумовленої, і параметри апроксимації визначаються з більшими погрішностями. У цьому випадку можна використовувати тихонівский підхід.

Найбільш просто параметри апроксимації с0,c1,...,cn визначаються, коли базисні функції  (i(x) (і = 1,2,...,n) є ортогональними на множині Х:

((i,(j) = 0 (i (j). 




(9.5)


При такому виборі базисних функцій матриця системи (9.4) стає діагональною, і параметри сі визначаються просто діленням скалярних добутків:
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(9.6)


Параметри сi  називають узагальненими коефіцієнтами  Фур'є функції f(x) щодо системи ортогональних функцій {(i(x)}0n.


Переваги ортогонального базису:

· простота обчислень;

· при збільшенні розмірності базису всі попередні коефіцієнти не змінюються (у будь-якій неортогональній системі всі обчислення коефіцієнтів треба робити заново);

· стійкість результатів, можливість використання для рішення завдань із більшою кількістю параметрів.


Властивості ортогонального базису:


а) сума квадратів відхилень:
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(9.7)


Оскільки 
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(9.8)


б) якщо базисні функції {(i(x)}0n є ортонормованими,  то для коефіцієнтів Фур'є виконується нерівність Бесселя:
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(9.9)


В силу рівності (9.9) при збільшенні порядку n узагальненого полінома 
[image: image158.wmf]å

=

j

=

j

n

0

i

i

i

)

x

(

c

)

x

(

погрішність середнє квадратичного наближення 
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Якщо:
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(9.10)

те говорять, що послідовність узагальнених поліномів по ортогональній системі збігається в середньому до функції f(x). 

Збіжність у середньому пов'язана з поняттям повноти системи базисних функцій. Якщо система функцій (0(х),(1(х),(2(х)… є повною в лінійному нормованому просторі L, те для будь-якої функції f(x)(L і будь-якого  (>0 існує узагальнений  поліном n-го порядку:


[image: image161.wmf]L

H

)

x

(

c

)

x

(

1

n

n

0

i

i

i

Ì

Î

j

=

j

+

=

å

, 


(9.11)

такий, що ||f - (||<(. В цьому випадку ряд  
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  збігається до функції f(x) в метриці L, тобто для n-й часткової суми Sn(x) = ((х) виконується співвідношення:


[image: image163.wmf]0

||

S

f

||

lim

n

n

=

-

¥

®

.




 (9.12)


Узагальнений  ряд  Фур'є 
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 для довільної функції 
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 по повній ортонормированої системі функций (0(х),(1(х),(2(х)… збігається у середньому до  f(x). 


Умова повноти ортонормированой системи функцій еквівалентно тому, що для будь-якої функції 
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  виконується умова:
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(9.13)


де сі - коефіцієнти Фур'є функції f(х) по даній системі функцій.


Вираз (9.13) називається  рівністю Парсеваля. Він виходить  із нерівності Бесселя (9.9) при n((.


Рівність (9.13) називають також  рівнянням замкнутості. У просторі  
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 поняття замкнутості й повноти еквіваленти.


Якщо X - дискретна множина точок х0, х1 ..., хm, то будь-яка система (m + 1)-й функцій, лінійно незалежних на множині точок X, буде повною на цій множиніі.

9.2 Точкова апроксимація функцій методом найменших квадратів

Нехай у результаті спостережень на дискретній множині точок  х0, х1 ..., хm отримана таблиця значень функції f(x): y0=f(x0); y1=f(x1),...,ym=f(xm). Побудуємо на цій множині середнє квадратичне   наближення  у  вигляді  узагальненого  полінома:
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Допущення: значення аргументу визначені значно точніше, ніж значення функції.:


Принцип найменших квадратів: потрібно, щоб зважена сума квадратів відхилень значень узагальненого полінома  ((х) від заданих значень функції f(х) у всіх вузлах хі(і = 0, 1,...n) була мінімальною:
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Параметри полінома ((х) визначають з умови мінімуму Ф:
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(k = 1,2,…,n)


Значення цих параметрів є розв’язками системи алгебраїчних рівнянь (9.17), яки можна отримати внаслідок перетворень рівнянь (9.16):
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(k = 1,2,…,n)


Якщо в методі найменших квадратів n=m, то точкова середнє квадратична апроксимація алгебраїчним многочленом збігається з інтерполяцією поліномом Лагранжа. На практиці кількість шуканих параметрів вибирають значно меншою за кількістю  числа спостережень: n<<m. Тоді випадкові помилки окремих вимірів погашають один одного й розв’язання стає більше достовірним.


Вибір базисних функцій  (i(х) (і = 0, 1, ..., n) частіше за все диктується фізичним змістом задачі, для якої отримані експериментальні дані. Іноді ті самі   вихідні дані майже з однаковою точністю вдається згладити кривими, що є  зовсім різними за функціональною природою .


Найбільш часто на практиці вважають (i(x) = xi, тобто , як апроксимуючу функцію використовують многочлен:

((х) = с0 + с1х + ...+cnxn. 



(9.18)


Ступінь многочлена вибирають значно менше, ніж кількість точок.


У випадку поліноміальної апроксимації система рівнянь (9.17) має вигляд:
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(k = 1,2,…,n)


Ваги pі призначені, щоб урахувати різну точність (погрішність) у різних точках:


а)  якщо точність по всьому масиві даних є однаковою - дані називаються рівноточними, і ваги всіх спостережень уважають однаковими. У результаті відбувається їхнє скорочення в рівняннях (9.17). Це еквівалентно тому, що в рівноточних спостереженнях всі ваги рівні 1;


б)  у випадку нерівноточніх спостережень ваги будуються на основі середнє квадратичних відхилень  і в кожній точці yі:

· обчислюється узагальнене среднеквадратическое відхилення: 
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· вагу i-го спостереження розраховують  по формулі:
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Відмітимо, що задача, що є аналогічною (9.17) – це задача регресійного аналізу у математичної статистиці й аналізі даних. Задачі регресійного аналізу полягають у наступному: по заданої сукупності результатів спостережень, що містять статистичні похибки, необхідно знайти коефіцієнти заданого рівняння зв’язку змінних і дослідити їх статистичні властивості. Перша частина задачі розв’язується методом найменших квадратів, аналогічно розглянутому вище. При цьому виникає питання оцінки, наскільки добре рівняння описує дані. 


Нехай є набір даних у вигляді таблиці, що містить:

· n стовпців вхідних змінних x1,x2,…,xn (вони називаються факторами);
· стовпець вихідної змінної y.

Нехай відоме, що зв'язок між змінними (функціональний або функціонально-стохастичний) задається моделлю:


[image: image176.wmf]y
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(9.22)


де a0,…,aq – параметри моделі, що підлягають визначенню.


Для визначення параметрів використовується МНК, тобто розбудовується функціонал (9.23):
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Порівнюючи, можна прийти до висновку, що функціонали (9.15) і (9.23) збігаються з точністю до позначень, тому:

· для розв’язання задач (9.15) і (9.23) можна використовувати ті ж самі методі,

· при інтерпретації результатів можна використовувати ті ж самі характеристики.

У регресійному аналізі прийнято важливою характеристикою вибірки значень вихідної величини є загальна сума квадратів відхилень:
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де 
[image: image179.wmf]m
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Доведено, що для виявленої регресійної залежності (9.22) сума квадратів (9.24) може були представлена у виді суми двох складових:
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Перше складове:
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називається залишковою сумою квадратів. Воно характеризує відхилення величин у, що задані й розраховані за рівнянням моделі (9.22) (при величині параметрів a0,…,aq, що забезпечують мінімум функціоналу (9.23)), тобто, є мірою якості моделі. Чим менше ця величина, тим ближче рівняння моделі до даних.


Друге складове:
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називається сумою квадратів відхилень відносно регресії, воно характеризує розсіяння точок, що лежать на лінії регресії, відносно середнього.


За міру якості моделей в регресійному аналізі використовують:


залишкову дисперсію:
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де m-q носить назву кількості ступенів волі. Ця величина характеризує кількість незалежних точок, що можуть бути використані для перевірки вірності моделі (q точок використовуються для одержання параметрів моделі);


залишкове середнє квадратичне відхилення:
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Коефіцієнт детермінації:
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Коефіцієнт детермінації характеризує частку відхилень від середнього значення 
[image: image186.wmf]y

, яка може бути пояснена наявністю рівняння регресії (9.15). Він змінюється від 0 до 1. Чим ближче R2 до 1, тим ближче лінія регресії до даних.


Ті ж самі характеристики можна на практиці використовувати для оцінки якості середнє квадратичної апроксимації по МНК, у випадку детермінованих задач, тобто, заміни однієї функції іншою, що є більш простою. На практиці частіше за все невідомо, за допомогою якого рівняння слід апроксимувати дані або функцію, що задано.  Тому доводиться проводити дослідження декількох варіантів рівнянь апроксимації.

Для розрахунків точкової апроксимації методом найменших квадратів можна використати стандартні пакети й програми регресійного статистичного аналізу. У середовищі ООо Calc  для цього можна використати стандартну функцію LINEST()  

 Способи аналітичного зображення сплайнів


У цьому розділі будуть розглянуті різні способи аналітичного зображення сплайнів залежно від  вибору базисних функцій.


Кусково-поліноміальне зображення. Сплайн на кожному відрізку [xі;xі+1] (і = 0,1,...,n-1) можна представити у вигляді:


а) полінома відносно початкової точки відрізка:
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б) полінома відносно кінцевої  точки відрізка:
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Зображення сплайну через усічену ступеневу функцію:


усічена ступенева функція для змінної х і N(n визначається як:
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Вона є сплайном ступеня n дефекту 1 с вузлом в точці х=0;

Аналогічно усічена ступенева функція 
[image: image190.wmf]N
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, що зв’язана з вузлами сітки ( (рис. 9.7), є неперервною в точці х=хi разом із своїми похідними порядку до  N-1. Отже вона є сплайном ступеня n дефекту 1 з єдиним вузлом хі;


Функції xj при j = 0,1,..,n  і 
[image: image191.wmf]m
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 при m = N – k +1,…,N; i = 1,2,…,n-1 є лінійно незалежними на відрізку [a;b], тому їх можна прийняти за базис. Звідси одержуємо зображення сплайна на відрізку [a;b] у вигляді усічених ступеневих функцій.
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Рисунок 9.7  – Усічена ступенева функція   
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де 
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 - величини стрибків похідних, розривних у вузлах;


r = 0,1,2,…,N; i = 1,2,…,n-1; j = N-k+1,…,N


Доведено, що таке  зображення сплайну є єдиним.


Крім розглянутих подань, існують інші зображення сплайнів (через так звані В-сплайни, фундаментальні сплайни).

 Інтерполяція кубічними сплайнами


На практиці найбільш широке застосування одержали інтерполяційні кубічні сплайни. Це обумовлено тим, що:

· поліном третього ступеня - це найпростіша крива, що має точку перегину, яка забезпечує його гарні інтерполяційні можливості;

· кубічні сплайни мають на всьому відрізку апроксимації неперервні похідні до другого порядку. Така гладкість звичайно виявляється достатньої для більшості завдань;

· невисокий ступінь полінома в кубічному сплайне  спрощує обчислення й зменшує обчислювальну погрішність.


Нехай функція f(x) задана на відрізку [а;b] у вузлах сітки (: а = х0 < х1 < х2 < ... < xn= b значеннями f(хi) = yi (i ==0, 1, ..., n). Будемо розглядати сплайни третього ступеня дефекту 1.


Функція S3(x) називається кубічним сплайном, що інтерполює функцію f(x) у вузлах сітки (, якщо:

· на кожному з відрізків  [хі; xі+1] (і = 0, 1, ...,n-1) вона є  многочленом не вище третього ступеня: 

S3(x) ( P3; 




(9.41)

· S(х)  є неперервною на [а;b] разом зі своїми похідними до другого порядку включно, тобто:
S3(x) (C2[a,b]; 



(9.42)

· у вузлах сітки функція  S3(x) задовольняє умовам інтерполяції:

S3(xi) = f(xi) (i = 0,1,2,…,n). 


(9.43)


Скористаємося кусочно-поліноміальним зображенням (9.40) кубічного сплайна на відрізку (xі; xі+1]:

S3(x) = ai0 + ai1(x-xi) + ai2(x-xi)2 + ai3(x-xi)3, x ( [xi;xi+1]. 

(9.44)


Завдання побудови сплайна полягають у знаходженні всіх коефіцієнтів (параметрів) aі0,aі1,aі2,aі3. При цьому:

· на кожному частковому відрізку [хі; хі+1] кубічний сплайн визначається чотирма параметрами (aі0,aі1,aі2,aі3);

· на всьому відрізку [а;b] число параметрів дорівнює 4(n. 


Для визначення параметрів сплайна потрібно скористатися:

· (n+1)-м умовою інтерполяції (9.44), 

· умовами безперервності сплайна у внутрішніх вузлах:

S3(xi-0) = S3(xi+0) (i = 1,2,…,n-1)


 (9.45)
· умовами неперервності першої й другої похідних сплайна у внутрішніх вузлах:
S3((xi-0) = S3((xi+0) (i = 1,2,…,n-1)


 (9.46)

S3((xi-0) = S3((xi+0) (i = 1,2,…,n-1)


 (9.47)


Загальна кількість зв'язків (умов): 
(n+1) + 3(n-1) = 4n-2.
Для замкненості задачі бракує двох рівнянь зв'язку.


Відсутні для однозначного визначення сплайна дві умови задаються додатково у вигляді обмеження на значення сплайна або його похідних на кінцях відрізка [a,b], залежно від  фізичного змісту конкретного завдання.


Найбільше часто застосовують наступні крайові умови:


а) S3((a) = f((a), S3((b) = f((b);


б) S3(((a) = f(((a), S3(((b) = f(((b);


в) S3(r) (a)= S3(r) (b), r = 1,2 (умова періодичності);


г) S3(((xi-0) = S3(((xi+0) (i = 1,2,…,n-1) – додаткові умови неперервності, де S3(((xi-0) і S3(((xi+0) - відповідно, праві й ліва однобічні похідні третього порядку в точці хі.


Крайові умови (в) застосовують для інтерполяції періодичних функцій періоду Т = b-a, у тому числі - замкнутих кривих. 


Кубічний сплайн, що задовольняє крайовим умовам б), причому f(((a) = f(((a) = 0 (умова нульової кривизни), називається природним.

 Обчислення параметрів кубічного сплайну


Уведемо наступні позначення:

hi = xi+1 – xi (i = 0,1,…,n-1); 


(9.48)

Mi = S3(((xi),




 (9.49)

mi = S3((xi) (і = 0,1,2,…,n).


 (9.50)


Величина Mі називається моментом сплайна в точці xі.

Величина mі називається нахилом сплайна в точці xі

Оскільки S3(x)  - кубічна функція, то на кожному частковому відрізку друга похідна S3(((х) буде лінійною функцією від х. Тому для x([xi,xi+1] по формулі лінійної інтерполяції (6.66) запишемо:
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(9.51)


Проінтегруємо двічі (9.51):
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Підставимо у (9.53) х = хi+1:
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(9.54)


звідси:
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(9.55)


Підставим вираз (9.55) у формули (9.52), (9.53):
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(9.57)

x([xi;xi+1] (i=0,1,2,…,n-1)






Формули (9.56)  і (9.57) виражають кубічний сплайн і його першу похідну на відрізку [xі;xі+1] через значення функції й моменти у вузлових точках. 


З (9.56), (9.57) можна виразити параметри сплайна на кожному інтервалі в кусочно-поліноміальному поданні:
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(9.58)


Для визначення моментів Mі, Mі+1 використаємо властивість неперервності першій похідній. Для цього дорівняємо вираження для першій похідній праворуч і ліворуч від кожної граничної крапки. Після перетворень одержимо n-1 рівняння виду:

(iMi-1 + 2Mi + (Mi+1 = di, 


(9.59)


де:
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(9.61)
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(9.62)

(i=1,2,…,n-1).







Для визначення моментів Мі у всіх вузлах необхідно до системи (9.59) додати ще два рівняння, що випливають із крайових умов. Можуть бути задані наступні крайові умови:


а) У крайових точках збігаються перші похідні сплайна й функції:
S3((a) = f((a), S3((b) = f((b) 


(9.63)


Додаткові рівняння мають вигляд:

2M0 +M1 = d0, 




(9.64)

Mn-1 + 2Mn = dn, 




(9.65)


де:
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(9.67)


Ці крайові умови можна використати, коли відбувається сплайн-апроксимація заданої аналітичної функції. Спосіб непридатний для апроксимації функцій, що задані таблицями значень.


б) У крайніх точках  збігаються другі похідні функції й сплайна:

S3(((a) = f(((a), S3(((b) = f(((b). 


(9.68)


Оскільки друга похідна – це шуканий момент, це означає, що: 

M0 = f(((a), Mn = f(((b). 



(9.69)
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