Практичні завдання з курсу «Квантова механіка» Частина 1

Частина 3. Момент імпульсу.

Тема 11. Оператори фізичних величин
Момент імпульсу

Оператор моменту імпульсу, його проекції та квадрату:






Де  кутова частина оператора Лапласа.

Власні значення та власні функції оператора проекції моменту імпульсу:




Задача 4.0.1. Перевірити наступні рівності для комутаторів:
а) 
б) 
в) 
г) 


Задача 4.0.2. Довести, що оператор  є ермітовим. 



Задача 4.0.3. Довести, що 




Задача 4.0.4.  Знайти власні значення та власні функції оператора проекції моменту імпульсу:




Тема 12. Момент імпульсу.
Матеріали аудиторних занять.
3.2 Навести просту інтерпретацію  комутативності операторів проекцій імпульсу та некомутативності операторів проекцій моменту імпульсу, виходячи з кінематичного сенсу цих операторів, що пов’язаний з нескінченно малими переносами та поворотами.
Розв’язання:
Оператори імпульсу  та моменту  системи пов’язані простим співвідношенням з операторами перетворення хвильових функцій при нескінченно малих переносах та поворотах системи координат (див. задачі 1.12 та 3.1):

Будь-який перенос системи координат є переставним з будь-яким іншим переносом, тому комутують і оператори компонент імпульсу. Два обертання навколо двох непаралельних осей не переставні одне з одним, що і відповідає некомутативності операторів різних проекцій моменту. 
3.4 Знайти наступні комутатори: 
а) ,  , , ;
б),   ,  ;
в)   ,
де , ,  – оператори радіус-вектора, імпульсу та моменту імпульсу частинки;  та  – постійні величини.

Домашні завдання:
3.3 Показати, що рівність  отримується за допомогою елементарних формул теорії ймовірності, виходячи з того, що можливі проекції моменту на довільну вісь дорівнюють  і все ці значення проекції моменту однаково ймовірні, а осі рівноправні. 
Розв’язання:
Через наявність рівноправності осей x, y, z маємо
				(1)
Через однакову вірогідність різних значень проекції моменту, отримуємо:
			(2)
Значення суми, що входить до цього виразу, можна знайти наступним чином:

Враховуючи (1) і (2) знаходимо .
3.4 б)
3.7 Представити оператор моменту системи із двох частинок у вигляді двох доданків, що описують момент частинок у системі центру інерції (момент відносного руху) та момент центру інерції системи.
Розв’язання:
Оператор моменту  системи із двох частинок має вигляд 
				(1)
Перейдемо від змінних ,  до нових змінних ,  відповідно до формул


Враховуючи, що 

вираз (1) можна представити у вигляді

де перший доданок є оператором моменту системи двох частинок в системі центру мас, а другий представляє собою оператор моменту, що пов’язаний з рухом центру мас. 



Тема 9.2. Момент імпульсу. 
Матеріали аудиторних занять
3.12 Показати, що у стані з певною проекцією моменту  на вісь:
а);
б) ;
в) 
Розв’язання:
Враховуючи результат задачі 3.11 та ортогональність власних функцій ермітового оператора, що відповідають різним власним значенням, знаходимо
			(1)
Так як , то із першого серед співвідношень (1) маємо
						(2)
Середні значення  і  – дійсні числа, тому рівність нулю комплексного числа (2) означає .
Друге із співвідношень (1) еквівалентно рівності 

або (дійсне число) 
					(3)
Із комутаційного співвідношення  маємо , що дає враховуючи (3)  .







Тема 13. Рух у центральному полі. 
Матеріали аудиторних занять.
4.29 Знайти ефективний (середній) потенціал  діючий на заряджену частинку, що пролітає крізь незбуджений атом водню (нехтуючи поляризацією останнього). Отримати граничні значення  для великих та малих відстаней частинки від атома. 

4.33 Знайти рівні енергії  та хвильові функції  стаціонарних станів частинки у нескінченно глибокій сферичній ямі

Домашні завдання:

4.28 В основому стані воднеподібного атома (іона) знайти для електрона .

4.31 Знайти середнє електричне поле та його флуктуацію (флуктуацію компонент поля) на великих відстанях від атому водню, який знаходиться в основному стані.
Зверніть увагу на характер спадання знайдених величин зі збільшенням відстані.





Тема 14. Змінення станів зі часом. 
Матеріали аудиторних занять.

7.4 Показати, що середнє значення похідної за часом фізичної величини, що не залежить явно від часу, в стаціонарному стані дискретного спектру дорівнює нулю.
7.10 Стан частинки, що знаходиться у нескінченно глибокій прямокутній потенціальній ямі шириною , в початковий момент часу має вигляд

Знайти хвильову функцію в довільний момент часу. Показати, що через деякий час Т частинка повертається до початкового стану.
Домашні завдання:
7.1 Вивести правило диференціювання за часом добутку двох операторів.
7.13 Стан вільної частинки в момент часу описується хвильовою функцією виду

Знайти зміну стану частинки з часом та наступні середні значення:  (див. також задачі 7.19 та 7.36).
7.29 Знайти оператори координати та імпульсу у гайзенберговому представленні для вільної частинки.
Задачу пропонується вирішити двома способами:
а) використовуючи унітарне перетворення, яке пов’язує оператори фізичних величин у гайзенберговому та шредингеровому представленнях;
б) безпосереднім вирішенням рівнянь руху для гайзенбергових операторів.
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