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Символы Кристоффеля 1 и 2 рода имеют вид, приведенный в таблице.
Таблица
Символы Кристоффеля 1 и 2 рода
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Используя аппарат тензорного анализа, вычислим физические компоненты вектора, криволинейные координаты вектора, скалярное, векторное и смешанное произведения и основные дифференциальные инварианты. 

Физические компоненты вектора  
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Соотношения между 
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 контравариантными и физическими компонентами вектора  в системе криволинейных координат.
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Первые ковариантные производные вектора.
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Вторые ковариантные производные вектора.
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Вычислим в криволинейной системе координат нелинейный член в уравнении для скрученного цилиндра:
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Подставляя в (4.34) вычисленные в п. 3.1 первые и вторые производные и лапласиан вектора скорости, получим систему уравнений Навье-Стокса в криволинейных неортогональных координатах для скрученного цилиндра.
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Подставляя физические компоненты вектора и переходя к безразмерному виду, в стационарном случае получим:
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       (4.36)(4.3.2)


Здесь:
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При подстановке физических компонент вектора были дополнительно проведены следующие вычисления:
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Заметим, что при 
[image: image120.wmf]0
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 получаем уравнения Навье-Стокса в декартовой системе координат.


Уравнение неразрывности движения имеет вид:
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(4.37)(4.3.3)

По известному распределению скоростей распределение давления в жидкости может быть найдено путем решения уравнения типа Пуассона, которое получается, следуя подходу, описанному в [108] применением к уравнению Навье-Стокса операции 
[image: image122.wmf]div

.
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 EMBED Equation.3  [image: image131.wmf](
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 EMBED Equation.3  [image: image133.wmf](
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Так как 
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В нашем случае 
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(4.38)(4.3.4)

Подставляя физические компоненты, получим:
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(4.39)
(4.3.5)

Граничные условия.
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       (4.40)(4.3.6)


Для разрешимости задачи (4.39) при условии (4.40), т.е. неоднородной задачи Неймана 
[image: image143.wmf])
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 необходимо выполнение условия [46]: 
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Но так как 
[image: image146.wmf](

)

(

)

V

V

V

div

F

r

r

r

r

D

m

+

Ñ

r

=

, а 
[image: image147.wmf](

)

(

)

(

)

n

V

V

V

f

r

r

r

r

*

D

m

+

Ñ

r

=

, имеем



[image: image148.wmf](

)

(

)

ò

ò

W

W

¶

W

¶

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

*

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

-

Ñ

*

=

W

÷

ø

ö

ç

è

æ

D

-

Ñ

*

,

Re

1

Re

1

d

n

V

V

V

d

V

V

V

div

r

r

r

r

r

r

r

    


    

то есть формулу Остроградского: 
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которая справедлива для любого 
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, а, следовательно, и для любого вектора скорости, т.е. необходимое условие разрешимости выполняется.

Так как условие Неймана является естественным, то структуру решения задачи выбираем в виде 
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=

p

, а соответствующий (4.39)-(4.40) функционал в виде:
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(4.41)(4.3.7)

Здесь уместно отметить, что наличие в (4.41) интеграла по границе создает в некоторых случаях определенные неудобства с точки зрения вычислений или программирования. Переход от интеграла по границе к интегралу по области можно осуществить следующим образом. Пусть 
[image: image153.wmf]),
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(4.42)(4.3.8)


Для доказательства воспользуемся формулой Грина
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(4.43)(4.3.9)

Положим 
[image: image158.wmf]w
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 нормальная производная функции 
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 равна единице, то (4.43) принимает вид:
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(4.44)(4.3.10)

Из последней формулы следует (4.42).

Таким образом (4.41) можно заменить на
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    (4.45)(4.3.11)

Рассмотрим один из наиболее простых случаев движения несжимаемой вязкой жидкости — ламинарное движение. Так как вектор скорости направлен по касательной к линии тока, то для скрученного цилиндра постоянного поперечного сечения в новой системе координат можно положить: 
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(4.46)(4.3.12)
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   (4.47)(4.3.13)

Граничные условия:
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(4.48)(4.3.14)
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(4.49)(4.3.15) 

(Напомним, что оператор Лапласа в данном случае имеет вид:
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Таким образом,  для ламинарного движения жидкости задача сведена к двухмерной для одной компоненты вектора скорости. Найдя распределение поля скоростей, можно решать следующую задачу — распределения давления.
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