Лекция 14

СИСТЕМЫ ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ

Системы дифференциальных уравнений будем рассматривать в виде
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(1)

называемом нормальной формой системы дифференциальных уравнений (нормальной формой Коши). Она, как вы видите, является разрешенной относительно входящих в систему производных от искомых функций. Такими системами мы и будем заниматься в дальнейшем.


Частным случаем системы является одно уравнение 
[image: image2.wmf]n

-го порядка, разрешенное относительно старшей производной: 
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. Мы с вами уже знаем, что введением новых функций 
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 оно заменится следующей системой 
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 уравнений:
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(2)


Можно утверждать и обратное: вообще говоря, нормальная система 
[image: image7.wmf]n

 уравнений первого порядка (1) эквивалентна одному уравнению порядка 
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.


В самом деле, дифференцируем первое из уравнений (1) по 
[image: image9.wmf]x

: 
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; заменяем в результате 
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 их выражениями 
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, т.е. выражение вида
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(3.2)

Полученное уравнение (3.2) снова дифференцируем по 
[image: image15.wmf]x

; принимая во внимание уравнения (1), получим 
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(3.3)
Продолжая этот же процесс, получим далее
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(3.4)
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(3.n-1)
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(3.n)

Составим систему 
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 уравнений из первого уравнения группы (1) и из (3.2), (3.3), …, (3.n). Обозначим ее (А). Из этой системы, вообще говоря, можно определить 
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(4)

т.е. одно уравнение 
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-го порядка. Из самого способа его получения следует, что если 
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 являются решением системы (1), то 
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 удовлетворяет уравнению (4). Обратно, если мы имеем решение 
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 уравнения (4), то, дифференцируя это решение, мы вычислим 
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. Подставим эти значения, как известные функции в систему (А); мы, по предположению, можем разрешить эту систему относительно 
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. Остается показать, что функции 
[image: image34.wmf]n

y

y

y

,...,

,

2

1

 удовлетворяют системе (1).


В самом деле, условие разрешимости системы (А) относительно 
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 состоит в том, что якобиан 
[image: image36.wmf](

)

(

)

n

n

y

y

D

F

F

f

D

,...,

,...,

,

2

1

2

1

-

 отличен от нуля при рассматриваемых значениях 
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 обращают в тождества все уравнения системы (А); в частности, имеем тождество 
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. Дифференцируя это тождество по 
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, получаем 
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, но, в силу (3.2), имеем тождественно 
[image: image42.wmf]n

n

f

y

f

f

y

f

x

f

F

dx

y

d

¶

¶

+

+

¶

¶

+

¶

¶

=

=

1

1

1

1

1

2

2

1

2

...

. Вычитая одно тождество из другого, находим 
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. Аналогично, дифференцируя тождество (3.2) по 
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 и вычитая из полученного результата тождество (3.3), получим 
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 и т.д., наконец 
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. Замечая, что в силу тождества 
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, первые слагаемые всех равенств исчезают, и рассматривая оставшиеся равенства как систему 
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[image: image49.wmf]1

-

n

 неизвестными 
[image: image50.wmf]n

i

f

dx

dy

i

i

,...,

3

,

2

,

=

-

, делаем вывод: так как по условию определитель системы не равен нулю, то имеют место тождества 
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 действительно являются решением системы (1).


Таким образом, при сделанных допущениях интегрирование одного уравнения 
[image: image53.wmf]n

-го порядка (4) даёт возможность путем дифференцирований и разрешений найти решение системы (1).


Проведенное нами только что доказательство содержало предположение о разрешимости системы уравнений (А) относительно 
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y

y

,...,

2

. Если это условие не выполнено, то проведенные выкладки не приводят к одному уравнению 
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-го порядка, эквивалентному системе (1). Простейший случай такого рода представляет собой система 
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. Здесь невозможно заменить систему эквивалентным ей уравнением второго порядка относительно 
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 действительно зависит от 
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, то можно вместо этого составить уравнение второго порядка относительно 
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Если же второе уравнение имеет вид 
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Пример. 
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В дальнейшем мы будем рассматривать системы уравнений первого порядка.


Дадим интерпретацию системы дифференциальных уравнений первого порядка, особенно важную для приложения к механике и физике. Будем обозначать независимую переменную буквой 
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 и рассматривать ее как время. Искомые функции обозначим буквами 
[image: image69.wmf]n
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, причем систему значений этих переменных будем рассматривать как координаты точки в 
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-мерном пространстве, которое обычно называют фазовым пространством 
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Система дифференциальных уравнений будет иметь вид
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(5)

Мы скажем, что система (5) определяет в каждый момент времени 
[image: image73.wmf]t

 в данной точке фазового пространства 
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 движущейся точки. Можно представить всю рассматриваемую область пространства 
[image: image76.wmf]n

R

 заполненной непрерывной движущейся средой, причем скорости частиц этой среды в каждый момент заданы уравнениями (5).


Задача нахождения решения системы (5) состоит в определении величин 
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(6)

дающие для любого момента времени 
[image: image82.wmf]t

 положение движущейся точки, которая в начальный момент времени 
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 занимала начальное положение 
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Обычно при такой интерпретации система (5) называется динамической системой, а каждое ее решение (6) — фазовой траекторией, если рассматривать его как вектор-функцию. Кривая, описываемая точкой при движении, называется траекторией движения. Уравнения траектории движения, определенного начальными значениями 
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Общее решение системы (5) зависит от 
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 произвольных постоянных, например от начальных значений координат 
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Интерес представляет случай стационарного движения, т.е. когда функции 
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 не зависят явно от времени. Движение будет установившимся, и через каждую точку фазового пространства будет проходить лишь одна траектория. В случае же явной зависимости от времени функций 
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, поле скоростей меняется с течением времени и фазовые траектории могут пересекаться.

Системы линейных дифференциальных уравнений.

Линейные однородные системы.


Такая система имеет вид
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(7)

Мы предполагаем, что коэффициенты 
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 непрерывны на интервале 
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Пусть частным решением системы (7) является система функций 
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, так что при подстановке в уравнения (7) эти функции обращают их в тождества. В таком случае система функций 
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 также является решением системы (7). Далее, если 
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 также является решением системы (7). Как следствие, можно заключить, что линейная комбинация с произвольными постоянными коэффициентами решений однородной линейной системы является решением той же системы.


Пусть мы имеем 
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Назовем систему решений (8) фундаментальной, если определитель
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(8.1)

не равен тождественно нулю на интервале 
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Заменив в каждом определителе в правой части производные 
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так как все определители, кроме первого, имеют два равных столбца. Аналогично, второе слагаемое дает 
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Теорема. Если 
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 образуют фундаментальную систему частных решений системы (7), то общее решение будет выглядеть так:
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Мы видим, что формулы (9) представляют собой решение системы. Чтобы доказать, что это решение общее, нужно показать, что постоянные 
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 линейных алгебраических уравнений
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Так как, по доказанному, 
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Естественно ввести определение линейной независимости системы функций. Систему функций вида (8) мы назовем линейно независимой, если не существует такой системы постоянных чисел 
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В противном случае система функций (8) называется линейно зависимой.


Отметим следующий факт: для 
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 функций, дающих решение системы линейных дифференциальных уравнений, понятия фундаментальной системы и линейно независимой системы совпадают (вообще-то, требует доказательства).


Задача построения системы линейных уравнений, имеющих заданную систему решений
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решается следующими формулами:
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Заметим, что коэффициентом при производных 
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Пример. Найти линейную однородную систему второго порядка, допускающую следующую систему уравнений:
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Искомые уравнения будут:


[image: image160.wmf]0

cos

sin

sin

cos

cos

)

sin

(cos

2

1

1

=

-

-

-

x

x

e

y

x

x

e

y

x

x

x

e

dx

dy

x

x

x

,


[image: image161.wmf]0

cos

sin

sin

cos

sin

)

cos

(sin

2

1

2

=

-

-

+

x

x

e

y

x

x

e

y

x

x

x

e

dx

dy

x

x

x

,

или, раскрывая определители по первому столбцу и деля оба уравнения на 
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Систему линейных дифференциальных уравнений часто записывают в сокращенной форме:
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или в векторной форме
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где 
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Определим линейный оператор 
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Линейная однородная система, таким образом, в краткой записи имеет вид
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Оператор 
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 обладает следующими двумя свойствами:
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Следствием этих свойств является 
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Теорема. Если линейная однородная система (15) с действительными коэффициентами 
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