Лекция 10
Линейные однородные уравнения с постоянными коэффициентами

Если в линейном однородном уравнении
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все коэффициенты 
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 постоянны, то его частные решения могут быть найдены в виде 
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. Сокращая на необращающийся в нуль множитель 
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Это уравнение 
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 — произвольные постоянные, является общим решением исходного уравнения (1).

Пример 1. 
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Пример 2. 
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Теорема. Если линейное однородное уравнение 
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Доказательство. Дано 
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Пользуясь двумя свойствами линейного оператора, получим 
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Мы применили два свойства оператора 
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 к комплексной функции 
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, остающиеся справедливыми и для комплексных функций действительной переменной.
Так как коэффициенты уравнения (1) предполагаются действительными, то комплексные корни характеристического уравнения могут появляться лишь сопряженными парами. Комплексные решения 
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Пример 3. 
[image: image48.wmf]0

5

4

=

+

¢

+

¢

¢

y

y

y

. Характеристическое уравнение имеет вид 
[image: image49.wmf]0

5

4

2

=

+

+

k

k

, его корни 
[image: image50.wmf]i

k

±

-

=

2

2

,

1

. Общее решение 
[image: image51.wmf](

)

x

c

x

c

e

y

x

sin

cos

2

1

2

+

=

-

.

Пример 4. 
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Если среди корней характеристического уравнения имеются кратные, то число различных решений вида 
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 и, следовательно, недостающие линейно независимые решения надо искать в ином виде.
Докажем, что если характеристическое уравнение имеет корень 
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Предположим вначале, что характеристическое уравнение имеет корень 
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. Соответствующее линейное однородное дифференциальное уравнение 
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, очевидно, имеет частные решения 
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Если характеристическое уравнение имеет корень 
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сводит задачу к уже рассмотренному случаю равного нулю кратного корня.

Действительно, линейное однородное преобразование неизвестной функции (3) сохраняет линейность и однородность уравнения. Постоянство коэффициентов при замене переменных (3) также сохраняется, так как 
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, и после подстановки в уравнение (1) и сокращения на 
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Итак, преобразованное уравнение будет линейным однородным уравнением 
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причем корни характеристического уравнения
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отличаются от корней характеристического уравнения  для преобразованного уравнения (4)
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на слагаемое 
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Можно показать, что решения 
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где 
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 — число различных корней 
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 характеристического уравнения, линейно независимы.

Следовательно, общее решение уравнения (1) имеет вид 
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Пример 5. 
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Если характеристическое уравнение имеет кратный комплексный корень 
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Взяв действительные и мнимые части решений, соответствующих сопряженному корню 
[image: image122.wmf]qi

p

-

 характеристического уравнения, мы не получим новых линейно независимых решений. Таким образом, паре комплексных сопряженных корней 
[image: image123.wmf]qi

p

±

 кратности 
[image: image124.wmf]a

 соответствуют 
[image: image125.wmf]a

2

 линейно независимых действительных решений (8).
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Однородное дифференциальное уравнение Эйлера.

Уравнения вида
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где все 
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Действительно, как мы знаем, линейность и однородность уравнения при преобразовании независимой переменной сохраняются, а коэффициенты становятся постоянными, потому что
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где все 
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 — постоянные, и при подстановке в уравнение (9) множители 
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Справедливость равенства (10) легко может быть доказана методом индукции. Следовательно, линейно входящие в уравнение Эйлера
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с постоянными коэффициентами произведения 
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 линейно (с постоянными коэффициентами) выражаются через производные функции 
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Вместо того, чтобы преобразовывать уравнение Эйлера в линейное уравнение с постоянными коэффициентами, частные решения которого имеют вид 
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для определения 
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 должно совпадать с характеристическим уравнением для преобразованного уравнения (11). Следовательно, корням 
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 исходного уравнения Эйлера.


Пример 7. 
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Пример 9. 
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 также называются уравнениями Эйлера и сводятся к уравнению (9) заменой независимой переменной 
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