Лекция 15
Неоднородные системы линейных уравнений

Рассмотрим неоднородную систему
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Если соответствующие коэффициенты однородной системы
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(7)

равны соответствующим коэффициентам неоднородной системы (16), то однородная система (7) называется соответствующей неоднородной системе (16).

Теорема. Если известно частное решение неоднородной системы: 
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, то нахождение общего решения этой системы приводится к решению соответствующей однородной системы (7).


В самом деле, введем новые искомые функции 
[image: image4.wmf]i

z

 с помощью соотношений 
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. Подставляя эти выражения в систему (16) и учитывая тождества 
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, мы получим для новых функций 
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(7.1)

Теорема доказана.


Следствие. Общее решение системы (16) имеет вид
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где 
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 — какое-нибудь частное решение неоднородной системы (16), а
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есть 
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 независимых частных решений соответствующей однородной системы (7); 
[image: image13.wmf]n

c

c

,...,

1

 — произвольные постоянные. Доказательство аналогично доказательству соответствующей теоремы для линейного уравнения 
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Теорема. Если известна фундаментальная система соответствующей однородной системы, то решение неоднородной системы сводится к квадратурам.


Если нам известны решения (8) системы (7), то ее общее решение имеет вид
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где 
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 — постоянные. Формулы (9) с постоянными 
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Подставим выражения (17) и (9) в уравнения (16). Первые 
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 слагаемых правых частей формул (17) имеют такой вид, как если бы 
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 остаются уравнения
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Полученная система линейных уравнений относительно 
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 решений (8) является фундаментальной. Мы получаем
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где через 
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,...,

1

,

(

n

k

i

D

ik

=

 обозначен минор (алгебраическое дополнение) определителя 
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 получатся квадратурами 
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 — постоянные интегрирования.

Подставляя найденные значения 
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 в формулы (9), получаем общее решение системы (16) в виде
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где частное решение неоднородной системы 
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Рассмотрим еще несколько теорем в сокращенных обозначениях, введенных ранее.


Теорема. Если 
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 является решением линейной неоднородной системы
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Пользуясь свойством 2) оператора 
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Теорема (принцип суперпозиции). Решением системы линейных уравнений
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Доказательство. Дано 
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Используя свойство 2) оператора 
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Теорема. Если система линейных уравнений 
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Пользуясь свойствами 1) и 2) оператора 
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Пример. 
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Подставляя найденные значения 
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Линейные системы с постоянными коэффициентами.

Рассмотрим однородную линейную систему
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(18)

в которой будем предполагать коэффициенты 
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 постоянными. Если систему (18) привести к одному уравнению высшего порядка, то получится линейное уравнение с постоянными коэффициентами. Поэтому естественно искать решения системы (18) в виде показательных функций. Будем искать частное решение в таком виде:
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где 
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 — постоянные, которые нужно определить так, чтобы выражения (19) удовлетворяли системе (18). Подставляя в систему (18) значения (19), сокращая на 
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Рассматривая (20) как систему 
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 линейных однородных уравнений относительно 
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, мы замечаем, что для получения нетривиального решения (19) мы должны потребовать равенства нулю определителя системы (20), т.е. мы приходим к уравнению
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Наряду с определителем 
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[image: image104.wmf])

(

l

M

, составленную из тех же элементов:

[image: image105.wmf]l

+

l

+

l

+

º

l

nn

n

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

M

...

...

...

...

...

...

...

)

(

2

1

2

22

21

1

12

11

.






(21.1)

Придавая переменной 
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 значение 
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Уравнение (21) есть уравнение 
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 есть корень характеристического уравнения. Могут возникнуть два случая.
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(в правой части стоит сумма диагональных миноров 
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Подставляя вместо 
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Ясно значение множителя 
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: мы знаем, что если систему частных решений домножить на одну и ту же произвольную постоянную, то получим опять решение системы однородных линейных уравнений. Применяя приведенные рассуждения ко всем корням 
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 характеристического уравнения, мы получим 
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 частных решений вида (22) для 
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После этого мы можем записать полное решение системы (18) в виде
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Если коэффициенты уравнения действительны, а некоторые корни характеристического уравнения окажутся мнимыми, то они будут входить попарно сопряженными, например: 
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Заметим, что полученные нами 
[image: image177.wmf]n

 решений (22) являются линейно независимыми (это можно доказать, но мы не будем).


2). Среди корней уравнения (21) есть кратные. Пусть 
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 независимым уравнениям. Из теории линейных уравнений известно, что в этом случае в общем решении системы (20) 
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Таким образом, одному корню 
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Матрица из коэффициентов при 
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Ее ранг, очевидно, и равен 
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Корни последнего уравнения суть 
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Отсюда получаем первую систему решений, содержащую одну произвольную постоянную: 
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Общим решением будет 
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Первые интегралы системы обыкновенных дифференциальных уравнений.

1. Рассмотрим систему уравнений:
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Мы предположим, что в некоторой замкнутой области 
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В этих формулах мы явно указываем зависимость решения от начальных данных 
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Рассмотрим теперь в области 
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Формулы (25) показывают, что система уравнений (24) может быть разрешена (однозначно в области 
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 определенное числовое значение, мы получим совокупность уравнений вида
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Совокупность равенств (26) называется общим интегралом системы (23), а каждое из равенств (26) называется первым интегралом этой системы. Заметим, что левая часть каждого из этих равенств есть функция от независимой переменной и искомых функций. Из самого происхождения формул (26) следует, что эта функция обращается в некоторую постоянную величину, если вместо 
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 подставить их выражения (24), т.е. любое решение системы (23). Очевидно, что для разных решений значение этой постоянной будет, вообще говоря, различное. Таким образом, мы можем дать два определения первого интеграла.

1) Первыми интегралами системы (23) называются соотношения, полученные разрешением уравнений, дающих общее решение системы, относительно произвольных постоянных.

Предыдущее проведенное нами рассуждение показывает, что такое разрешение всегда возможно, если в качестве произвольных постоянных мы возьмем начальные значения искомых функций.
Очевидно, что это определение применимо лишь ко всей системе соотношений (26). Поэтому мы дадим второе определение, характеризующее каждый первый интеграл в отдельности.
2) Первым интегралом системы называется соотношение, не тождественно равное постоянному, содержащее в левой части независимую переменную и искомые функции и принимающее постоянное значение, если вместо искомых функций подставить какое-нибудь решение системы (23).
Заметим, что из этого последнего определения очевидно существование бесконечного множества систем первых интегралов. В самом деле, соотношение
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где 
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 есть произвольная постоянная, а 
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 — произвольная непрерывная функция своих аргументов, также является первым интегралом системы (23), так как, подставляя вместо 
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Исходя из второго определения первых интегралов, можно вывести аналитический признак, характеризующий левую часть первого интеграла. Мы его выводить не будем, а просто сформулируем. Итак, предположим, что 
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 подставлено какое-нибудь решение системы (23); тогда левая часть обратится в функцию от 
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, тождественно равную постоянной. Равенство 
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 есть необходимое и достаточное условие для того, чтобы уравнение 
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 представляло собой первый интеграл. В этом равенстве 
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 — функции от 
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, являющиеся некоторым решением системы (23).

Иногда свойство первого интеграла, выражаемое приведенным равенством, формулируют так: производная от левой части первого интеграла обращается в нуль в силу данной системы дифференциальных уравнений.


Если нам удастся каким-нибудь способом найти 
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 независимых первых интегралов системы (23), т.е. таких, которые можно разрешить относительно 
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 произвольных постоянных 
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. Эти выражения дадут нам общее решение системы (23).


В самом деле, условие независимости интегралов вида 
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 не равен нулю тождественно. Пусть система значений 
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 и обозначая соответствующие значения постоянных через 
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, мы видим, что эти значения постоянных определяют решение системы (23): 
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. А это и есть критерий для общего решения.

Таким образом, знание 
[image: image309.wmf]n

 (независимых) первых интегралов равносильно интегрированию системы (4).


Если нам известен один первый интеграл системы 
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, то из него можно выразить одну из искомых функций, например 
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. Подставляя это выражение в первое, второе, …, 
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 искомыми функциями. Таким образом, порядок системы понижается на единицу. Производя интегрирование новой системы 
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 произвольных постоянных, которые вместе с 
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 дадут систему 
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 произвольных постоянных, т.е. мы получили общее решение системы (23). Аналогично, если нам известны 
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 независимых первых интегралов, то порядок системы понижается на 
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 единиц.


Пример. Рассмотрим систему 
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 — произвольные постоянные. Очевидно, что соотношение 
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 является первым интегралом этой системы. В самом деле, полная производная по 
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 от левой части, в силу уравнений системы, будет 
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 — произвольная дифференцируемая функция.

Пример. В теории движения твердого тела встречается система уравнений 
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[image: image334.wmf]r

q

p

,

,

 — компоненты вектора мгновенной скорости.


Умножая уравнения соответственно на 
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 — произвольная постоянная) — один первый интеграл уравнения.


Умножая уравнения на 
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 — произвольная постоянная). Других интегралов, не зависимых от этих двух и не содержащих явно 
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, наша система, очевидно, не имеет. По общей теории, мы можем воспользоваться этими интегралами, чтобы понизить порядок системы с третьего до первого. Предполагая 
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, и постоянные величины 
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, завися от произвольных постоянных 
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Подставляя значения 
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 и 
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 в третье уравнение системы, получаем 
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. Это уравнение с разделяющимися переменными, и решение получается квадратурой в эллиптических функциях.


Метод, которым мы нашли первые интегралы для этого примера, заключается в том, что мы подбираем такие комбинации левых частей уравнений, которые представляют собой полные производные по 
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, причем правая часть обращается в нуль. Приравнивая соответствующие первообразные функции постоянным, мы получаем первые интегралы.
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