Лекция 4
Линейные уравнения первого порядка


Линейным дифференциальным уравнением первого порядка называется уравнение, линейное относительно неизвестной функции и ее производной. Линейное уравнение имеет вид
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или, в другой записи,
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где 
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 в дальнейшем будем считать непрерывными функциями 
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 либо 
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 в той области, в которой требуется проинтегрировать уравнения (1) либо (2).

Если 
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, то уравнение (1) называется линейным однородным. В линейном однородном уравнении переменные разделяются:
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и, интегрируя, получаем



[image: image9.wmf].

0

,

,

0

,

ln

)

(

ln

)

(

1

1

¹

=

>

+

-

=

ò

-

ò

c

ce

y

c

c

dx

x

p

y

dx

x

p









(3)


При делении на 
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 мы потеряли решение 
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, однако оно может быть включено в найденное семейство решений (3), если считать, что 
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 может принимать и значение 0.


Для интегрирования неоднородных уравнений (1), (2) известно несколько методов.


Метод интегрирующего множителя. Рассмотрим его применительно к уравнению (2).


Умножим обе части уравнения (2) на функцию 
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 — интегрирующий множитель. Здесь 
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 — произвольная точка из области непрерывности 
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Интегрируя в пределах от 
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Пример. 
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Находим интегрирующий множитель 
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 (здесь выбрано 
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. Умножая левую и правую части данного уравнения на 
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Также для интегрирования линейного неоднородного уравнения (1)  либо (2) может быть применен так называемый метод вариации произвольной постоянной. Рассмотрим его для уравнения (1). При применении этого метода сначала интегрируется соответствующее (т.е. имеющее ту же левую часть) однородное уравнение 
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, общее решение которого, как мы уже знаем, имеет вид 
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 является решением однородного уравнения. Попробуем теперь удовлетворить неоднородному уравнению, считая 
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 функцией от 
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, т.е. по существу совершая замену переменных 
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Вычисляя производную
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и подставляя в исходное уравнение (1), получим
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или 
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Итак, общее решение неоднородного линейного уравнения равно сумме общего решения соответствующего однородного уравнения 
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 и частного решения неоднородного уравнения 
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Заметим, что в конкретных примерах нецелесообразно пользоваться громоздкой и трудно запоминаемой формулой (4), значительно легче каждый раз повторять все приведенные выше вычисления.


Пример. 
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Интегрируем соответствующее однородное уравнение
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Считаем теперь 
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 функцией от 
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 и, подставляя в исходное уравнение, после упрощения получаем
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Следовательно, общее решение неоднородного уравнения 
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Пример. 
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Интегрируем соответствующее однородное уравнение
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Варьируем постоянную 
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Подставляя в исходное уравнение, получим
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Пример. 
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Однородное уравнение имеет вид 
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 является решением однородного уравнения. Остальные его решения найдем, разделяя переменные:
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Решение 
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где 
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 — произвольная постоянная. Подставляя найденную функцию 
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Пример. В электрической цепи с самоиндукцией происходит процесс установления переменного тока. Напряжение 
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 является заданной функцией времени 
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Пользуясь законом Ома для цепи с самоиндукцией, получим
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Решение этого линейного уравнения, удовлетворяющее начальному условию 
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При постоянном напряжении 
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Интересен случай синусоидального переменного напряжения 
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Некоторые уравнения становятся линейными, если 
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 считать функцией, а 
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 — аргументом. Так, нелинейное уравнение 
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 считать функцией от 
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Пример. Решить уравнение 
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Запишем это уравнение в виде
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Последнее уравнение является линейным и решается аналогично рассмотренным ранее.


Многие дифференциальные уравнения путем замены переменных могут быть сведены к линейным. Например, уравнение Бернулли, имеющее вид
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заменой переменных 
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Пример. 
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Можно также записать уравнение Бернулли в таком виде:
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Чтобы привести его к линейному, разделим обе его части на 
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тогда 
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Последнее уравнение является линейным.


Пример. 
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Запишем это уравнение в виде 
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Интегрирующий множитель этого уравнения имеет вид 
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Таким образом, 
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Уравнение 
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 называется уравнением Риккати. Это уравнение в общем виде не решается в квадратурах. Однако, если известно одно частное его решение 
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тогда 
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. Это уравнение является уравнением Бернулли.

Пример. 
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Последнее уравнение является уравнением Бернулли. Оно имеет очевидное решение 
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которое является линейным. Его интегрирующий множитель имеет вид 
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Перепишем в других обозначениях. Уравнение
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или, так как 
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, будем иметь уравнение Бернулли
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Пример. 
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В этом примере нетрудно подобрать частное решение 
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Уравнения в полных дифференциалах


Может случиться, что левая часть дифференциального уравнения
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является полным дифференциалом некоторой функции 
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и следовательно, уравнение (7) принимает вид 
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где 
[image: image152.wmf]c

 — постоянная, и наоборот, если некоторая функция 
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является искомым частным интегралом. Если 
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Если это условие, указанное Эйлером, выполнено, то уравнение (7) легко интегрируется. Действительно, 
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Из этого уравнения определяем 
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Как известно из курса математического анализа, еще проще можно определить функцию 
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Чаще всего в качестве пути интегрирования удобно брать ломаную, составленную из двух звеньев, параллельных осям координат (рис. 1.10, стр. 33, Эльсгольц); в этом случае
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или 
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Пример. 
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Левая часть уравнения является полным дифференциалом некоторой функции 
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Следовательно, общий интеграл имеет вид
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Можно применить и другой метод определения функции 
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За начальную точку 
[image: image197.wmf](
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 выбираем, например, начало координат, в качестве пути интегрирования — изображенную на рис.1.11, стр. 35, Эльсгольц ломаную. Тогда
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и общий интеграл имеет вид
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В некоторых случаях, когда левая часть уравнения (7) не является полным дифференциалом, легко удается подобрать функцию 
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Пример. 
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Очевидно, что после умножения на множитель 
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Конечно, далеко не всегда интегрирующий множитель подбирается столь легко. В общем случае для нахождения интегрирующего множителя надо подобрать хотя бы одно не равное тождественно нулю частное решение уравнения в частных производных 
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которое после деления на 
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 и переноса некоторых слагаемых в другую часть равенства приводится к виду
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(11)
В общем случае интегрирование этого уравнения в частных производных является задачей отнюдь не более простой, чем интегрирование исходного уравнения, однако в некоторых случаях подбор частного решения уравнения (11) не представляет затруднений.


Кроме того, считая, что интегрирующий множитель является функцией только одного аргумента (например, является функцией только 
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 и т.д.), можно уже без труда проинтегрировать уравнение (11) и указать условия, при которых интегрирующий множитель рассматриваемого вида существует. Тем самым выделяются классы уравнений, для которых интегрирующий множитель легко может быть найден.


Например, найдем условия, при которых уравнение 
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Можно считать 
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, так как достаточно иметь лишь один интегрирующий множитель.
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Условие существования интегрирующего множителя, зависящего только от 
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Пример. Имеет ли уравнение 
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Для существования интегрирующего множителя заданного вида необходимо и в предположении непрерывности 
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, следовательно, интегрирующий множитель 
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Интегрируя, получим 
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 — семейство логарифмических спиралей.

Пример. Найти форму зеркала, отражающего параллельно данному направлению все лучи, выходящие из заданной точки.


Поместим начало координат в заданную точку и направим ось абсцисс параллельно заданному в условиях задачи направлению.  Пусть луч падает на зеркало в точке 
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. Рассмотрим изображенное на рис. 1.12, стр. 38, Эльсгольц сечение зеркала плоскостью 
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, проходящее через ось абсцисс и точку 
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. Проведем касательную 
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 к рассматриваемому сечению поверхности зеркала в точке 
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. Так как угол падения луча равен углу отражения, то треугольник 
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 — равнобедренный. Следовательно,
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Полученное однородное уравнение легко интегрируется заменой переменных 
[image: image266.wmf]y

x

z

=

, но еще проще, освободившись от иррациональности в знаменателе, переписать его в виде 
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Эта задача еще проще решается в координатах 
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, при этом уравнение сечения искомых поверхностей приобретает вид 
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Можно доказать существование интегрирующего множителя, или, что то же самое, существование ненулевого решения уравнения в частных производных (11) в некоторой области, если функции 
[image: image276.wmf]M

 и 
[image: image277.wmf]N

 имеют непрерывные производные и по крайней мере одна из этих функций не обращается в нуль. Следовательно, метод интегрирующего множителя можно рассматривать как общий метод интегрирования уравнений вида 
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, однако ввиду трудности нахождения интегрирующего множителя этот метод чаще всего применяется в тех случаях, когда интегрирующий множитель очевиден.
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