Лекция 5
Уравнения первого порядка, не разрешенные относительно производной


Дифференциальное уравнение первого порядка, не разрешенное относительно производной, имеет вид
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Если это уравнение удается разрешить относительно 
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, то получаем одно или несколько уравнений 
[image: image3.wmf],...)
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. Интегрируя эти, уже разрешенные относительно производной уравнения, найдем решения исходного уравнения (1).


Проинтегрируем, например, уравнение
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Разрешая это квадратное уравнение относительно 
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, будем иметь: 
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. Интегрируя каждое из полученных уравнений, находим:
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(рис. 1.24, Эльсгольц, стр.68). Оба семейства решений удовлетворяют исходному уравнению.


Гладкими интегральными кривыми уравнения (2) будут также кривые, составленные из дуги интегральной кривой семейства (3) и дуги интегральной кривой семейства (4), если в общей точке они имеют общую касательную. На рис 1.25, Эльсгольц, стр. 69 изображена интегральная кривая уравнения (2), составленная из графиков решений 
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, а на рис 1.26, Эльсгольц, стр. 69 — интегральная кривая уравнения (2), составленная из графиков решений 
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Еще пример. 
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Представим данное уравнение в виде 
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. Отсюда исходное уравнение эквивалентно совокупности двух уравнений: 
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Итак, уравнение (1) может быть проинтегрировано путем разрешения относительно 
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 и интеграции полученных при этом уравнений 
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, уже разрешенных относительно производной.


Однако далеко не всегда уравнение (1) легко разрешается относительно 
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 и еще реже полученные после разрешения относительно 
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 уравнения 
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 легко интегрируются, поэтому часто приходится интегрировать уравнения вида (1) иными методами. Рассмотрим следующие случаи.

1. Уравнение (1) имеет вид
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причем существует по крайней мере один действительный корень 
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Так как уравнение (5) не содержит 
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 является корнем уравнения (5), следовательно, 
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 является интегралом рассматриваемого уравнения.


Пример 1. 
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Интеграл этого уравнения — 
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2. Не всегда уравнение (1) разрешается относительно производной и еще реже полученные после разрешения относительно производой уравнения легко интегрируются. Поэтому уравнения вида (1) часто приходится решать методом введения параметра. 

а) Пусть уравнение 
[image: image41.wmf])

,

,

(

x

x

t

F

&

 можно разрешить относительно 
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б) Пусть уравнение 
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Пример. 
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Это уравнение разрешаем относительно 
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Это уравнение является линейным. Решая его, находим 
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3. Уравнение (1) имеет вид
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Если это уравнение трудно разрешить относительно 
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 и, следовательно, интегральные кривые уравнения (6) определяются в параметрической форме следующими уравнениями:
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Если уравнение (6) легко разрешимо относительно 
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Пример 2. 
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Уравнения (7) и (8) определяют в параметрической форме семейство искомых интегральных кривых.


Пример 3. 
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или, исключая 
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4. Уравнение (1) имеет вид
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Если это уравнение трудно разрешить относительно 
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В частности, если уравнение (11) легко разрешимо относительно 
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Пример 4. 
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Уравнения (12) и (13) являются параметрическими уравнениями семейства интегральных кривых.


Пример 5. 
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или, исключая из (14) и (15) параметр 
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Рассмотрим теперь общий случай: левая часть уравнения (1) зависит от всех трех аргументов 
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Пользуясь зависимостью 
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В результате получено уравнение первого порядка, уже разрешенное относительно производной, и тем самым задача сведена к уже рассмотренной ранее. Однако, конечно, уравнение (16) далеко не всегда будет интегрироваться в квадратурах.

Если уравнение (1) легко разрешимо относительно 
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то, считая 
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Интегрируя уравнение (18) (опять же, конечно, оно далеко не всегда интегрируется в квадратурах), получим 
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 — параметр, определяет семейство интегральных кривых.


Заметим, что уравнение (18) может быть получено дифференцированием уравнения (17) по 
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. Действительно, дифференцируя (17) по 
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В этом случае, взяв за параметры 
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Интегрируя уравнение (20), получим 
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В качестве примера применения этого метода рассмотрим линейное относительно 
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называемое уравнением Лагранжа. Дифференцируя по 
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или
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Это уравнение линейно относительно 
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 и, следовательно, легко интегрируется, например, методом вариации произвольной постоянной. Получив интеграл 
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При переходе от уравнения (21) к уравнению (22) пришлось делить на 
[image: image175.wmf]dx

dp
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Отдельно надо рассмотреть случай, когда 
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В первом случае, исключая 
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— однопараметрическое семейство интегральных прямых. Во втором случае решение определяется уравнениями
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Нетрудно проверить, что интегральная кривая, определяемая уравнениями (24), является огибающей семейства интегральных прямых (23).

Действительно, огибающая некоторого семейства 
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которые для семейства 
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 и лишь обозначением параметра отличаются от уравнений (24) (рис. 1.27, Эльсгольц, стр.74).


Как известно, уравнения (25) могут определять, кроме огибающей, геометрические места кратных точек, а иногда и другие кривые, однако если хотя бы одна из производных 
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Однопараметрическое семейство интегральных прямых имеет вид 
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Пример 7. 
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Дифференцируя, получаем
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и после деления на 
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 приходим к уравнению 
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При делении на 
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