Лекция 11
Линейные неоднородные дифференциальные уравнения 
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-го порядка


Рассмотрим неоднородное линейное дифференциальное уравнение вида
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где 
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Однородное линейное уравнение с теми же коэффициентами, но с правой частью, равной нулю,
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(2)

называется однородным уравнением, соответствующим неоднородному уравнению (1). Очевидно, уравнения (1) и (2) не имеют общих решений.


Неоднородное уравнение, сохраняя прежние обозначения, кратко запишем в виде 
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 непрерывны, то оно имеет единственное решение, удовлетворяющее условиям 
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 — любые действительные числа, а 
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Действительно, правая часть уравнения 
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 в окрестности рассматриваемых начальных значений удовлетворяет условиям теоремы существования и единственности:

1) правая часть непрерывна по всем аргументам;

2) имеет ограниченные частные производные по всем 
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, так как эти производные равны непрерывным по предположению на отрезке 
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 не налагается никаких ограничений.
Из двух основных свойств линейного оператора непосредственно следует:

1) Сумма решения 
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 неоднородного уравнения (1) и решения 
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 соответствующего однородного уравнения 
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Доказательство. 
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2) Если 
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 является решением уравнения 
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Доказательство. 
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(2.1)

но 
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Это свойство, называемое часто принципом суперпозиции (или принципом наложения), очевидно, остается справедливым и при 
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-кратное почленное дифференцирование, так как в этом случае возможен предельный переход в тождествах (2.1).
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 являются соответственно решениями уравнений 
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Доказательство. 
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. Следовательно, отдельно равны действительные части 
[image: image45.wmf][

]

)

(

x

U

u

L

º

 и мнимые части 
[image: image46.wmf][

]

)

(

x

V

v

L

º

.

Теорема. Если известно какое-нибудь частное решение 
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 неоднородного уравнения (1), то общее его решение есть сумма этого частного решения и общего решения соответствующего однородного уравнения.


Так как 
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 есть решение уравнения (1), то имеем тождество
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введем новую искомую функцию 
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Подставляя выражение (4) в уравнение (1), имеем, в силу первого свойства линейного оператора 
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Пусть фундаментальная система уравнения (2), соответствующего уравнению (1), будет 
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 в формулу (4), получаем общее решение неоднородного уравнения (1)
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Это уравнение содержит 
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 произвольных постоянных. Чтобы доказать, что эти постоянные существенные, покажем, что из выражения (26) принадлежащем выборе значений постоянных 
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 получится решение, удовлетворяющее любым начальным условиям Коши, т.е. при 
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 чисел. Последовательным дифференцированием выражения (5) находим
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(5.1)

В выражениях (5) и (5.1) надо в левых частях вместо 
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Пример 1. Рассмотрим уравнение 
[image: image80.wmf]x

y

y

3

=

+

¢

¢

. Легко видеть, что частным решением будет 
[image: image81.wmf]x

y

3

=

. Соответствующее однородное уравнение 
[image: image82.wmf]0

=

+

¢

¢

y

y

 имеет два линейно независимых частных решения: 
[image: image83.wmf]x

y

x

y

sin

,

cos

2

1

=

=

. В силу рассмотренного общее решение будет 
[image: image84.wmf]x

x

c

x

c

y

3

sin

cos

2

1

+

+

=

. Решим теперь для данного уравнения задачу Коши: найти решение, удовлетворяющее начальным условиям 
[image: image85.wmf]1

,

1

-

=

¢

=

y

y

 при 
[image: image86.wmf]0

=

x

. Имеем: 
[image: image87.wmf]3

cos

sin

2

1

+

+

-

=

¢

x

c

x

c

y

. Подставляя начальные значения, находим 
[image: image88.wmf]1

3

,

1

2

1

=

+

=

c

c

, откуда 
[image: image89.wmf]4

2

-

=

c

. Искомое решение есть 
[image: image90.wmf]x

x

x

y

3

sin

4

cos

+

-

=

.

Пусть, далее, известно одно частное решение 
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 однородного уравнения (2), соответствующего уравнению (1). Подобно тому, как в случае однородного уравнения, применяем подстановку 
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 частных линейно независимых решений соответствующего однородного уравнения, то порядок неоднородного уравнения может быть понижен на 
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Как было показано, 
[image: image105.wmf]z

 удовлетворяет однородному уравнению, которое соответствует неоднородному уравнению (1). Подставляя вместо 
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Пример 2. Уравнение 
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Метод вариации произвольных постоянных. Как мы уже знаем, для решения неоднородного уравнения достаточно знать фундаментальную систему решений соответствующего однородного уравнения и одно частное решение неоднородного уравнения. 


Теперь мы докажем следующую теорему: если известна фундаментальная система соответствующего однородного уравнения, то общее решение неоднородного уравнения может быть найдено при помощи квадратур.


Мы дадим способ решения неоднородного уравнения, называемый методом вариации произвольных постоянных.


Пусть дано неоднородное линейное уравнение
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где 
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 не равно тождественно нулю, и пусть нам известна фундаментальная система 
[image: image128.wmf]n

y

y

,...,

1

 соответствующего однородного уравнения 
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Общее решение уравнения (2), как мы знаем, будет
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где 
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 — произвольные постоянные. Выражение (2.1) удовлетворяет уравнению (2) и, следовательно, не может удовлетворять уравнению (1), пока 
[image: image132.wmf]i

c

 остаются постоянными. Поставим себе цель — получить решение уравнения (1) в той же форме (2.1), где, однако, 
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 новых неизвестных функций. Для их определения нужно иметь 
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 уравнений мы можем задать произвольно. Мы их будем задавать таким образом, чтобы выражения для производных от 
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 имели наиболее простой вид.


Дифференцируем равенство (2.1) по 
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В таком случае для 
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которое имеет такой же вид, как и в случае постоянных 
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Для нахождения 
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 опять дифференцируем равенство (7.1) по 
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. В полученном результате опять приравниваем нулю слагаемые, содержащие производные функций 
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 (это будет второе добавочное уравнение):
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и для 
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Продолжая таким образом, мы в последний раз введем добавочное условие на 
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и выражение для 
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Вычисляем, наконец, 
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Подставляя выражения (2.1), (7.1), …, (7.n-1), (7.n) в уравнение (1), получаем


[image: image159.wmf](

)

)

(

...

...

)

1

(

2

)

1

(

2

1

)

1

(

1

1

1

)

1

(

1

)

(

x

f

dx

dc

y

dx

dc

y

dx

dc

y

y

p

y

p

y

p

y

c

n

n

n

n

n

n

i

i

n

i

n

n

i

n

i

i

=

+

+

+

+

+

¢

+

+

+

-

-

-

=

-

-

å

.

Замечаем, что множители при 
[image: image160.wmf]i

c

 под знаком суммы все равны нулю, так как они являются результатами подстановки в левую часть уравнения (2) его решений, и мы получаем последнее уравнение для определения 
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Мы получили систему 
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 неоднородных линейных уравнений (6.1), (6.2), … (6.n-1), (6.n) с 
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 — новые произвольные постоянные). 

Подставляя найденные значения 
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 в выражение (2.1), мы найдем общее решение уравнения (1): 
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. Действительно, по самому его образованию это есть решение рассматриваемого уравнения. Сумма слагаемых, содержащих множители 
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 есть частное решение неоднородного уравнения (1). Таким образом, действительно, при знании фундаментальной системы однородного уравнения мы получаем с помощью квадратур решение неоднородного уравнения.
Пример 3. Рассмотрим уравнение 
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Рассмотрим еще метод Коши нахождения частного решения линейного неоднородного уравнения
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В этом методе предполагается известным, зависящее от одного параметра, решение 
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Нетрудно проверить, что в этом случае
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будет частным решением уравнения (8), удовлетворяющим нулевым начальным условиям 
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Подставляя (11) и (12) в уравнение (8), получаем 
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Решение 
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