Лекция 9
Общая теория линейных дифференциальных уравнений


Линейным дифференциальным уравнением 
[image: image1.wmf]n

-го порядка называется уравнение, линейное относительно неизвестной функции и ее производных и, следовательно, имеющее вид
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где коэффициенты 
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 (так же как и 
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) являются заданными непрерывными функциями от 
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 (в частности, они могут быть постоянными или нулями). Если уравнение имеет порядок 
[image: image6.wmf]n

, то, естественно, коэффициент 
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 не должен быть тождественно равен нулю. Допустим, что для значений 
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 в интервале
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 непрерывны в этом интервале. Разделив обе части уравнения на 
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, мы приведем уравнение (1) к виду
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(1.1)

где 
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 — известные непрерывные функции от 
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. В дальнейшем будем преимущественно рассматривать линейное уравнение, приведенное к виду (1.1).


Уравнение (1) или (1.1) называется линейным неоднородным уравнением или уравнением с правой частью. Если же правая часть (или свободный член) уравнения, 
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, тождественно равен нулю, то уравнение называется линейным однородным:
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или
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(3.1)

Если уравнение (3) или (3.1) имеет те же коэффициенты, что и (1) или (1.1), то оно называется однородным уравнением, соответствующим неоднородному уравнению (1) или (1.1).


Отметим следующие общие свойства линейных дифференциальных уравнений.

1) Уравнение остается линейным при замене независимой переменной. В самом деле, преобразуем независимую переменную подстановкой
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где 
[image: image23.wmf]j

 есть произвольная непрерывно дифференцируемая 
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 раз функция, производная которой 
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, причем этот интервал соответствует изменению 
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 в интервале (2) (это условие достаточно для существования обратной функции 
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 через производные по новой независимой переменной, находим 
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, … Легко видеть, что вообще 
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 выразится линейно (и однородно) через 
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, с коэффициентами — непрерывными функциями от 
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. Подставляя эти выражения в уравнение (1) и производя в коэффициентах 
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 и правой части 
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 замену (4), мы опять получим линейное уравнение 
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. Очевидно, подстановка (4) преобразует однородное линейное уравнение снова в однородное.

2) Уравнение остается линейным при линейном преобразовании зависимой переменной. Вводим новую функцию 
[image: image42.wmf]h

, связанную с 
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 уравнением
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где 
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 имеют непрерывные производные до порядка 
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 включительно и 
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-го порядка от 
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 по 
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 выразится линейно (но неоднородно) через 
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 первых производных от 
[image: image54.wmf]h

 по 
[image: image55.wmf]x

. Результат подстановки этих выражений в (1) дает опять линейное уравнение. Его коэффициент при старшей производной 
[image: image56.wmf])

(

0

x

v

a

, в силу сделанных предположений, не обращается в нуль в интервале (2).

Линейное однородное уравнение.


Рассмотрим линейное уравнение без правой части:
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(3.1)

Через 
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 мы будем сокращенно обозначать результат применения к функции 
[image: image59.wmf]y

 совокупности операций [дифференцирование, умножение на функции 
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 и сложение], указываемых левой частью уравнения (3.1), и будем называть 
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 линейным дифференциальным выражением или линейным дифференциальным оператором. Линейный оператор обладает следующими двумя важными свойствами:
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[image: image62.wmf][

]

[

]

[

]

2

1

2

1

y

L

y

L

y

y

L

+

=

+

,







(6)

где 
[image: image63.wmf]2
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 — любые функции, имеющие 
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 непрерывных производных. В самом деле, раскрывая значения символа оператора, имеем
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Оператор от суммы равен сумме операторов слагаемых. Это свойство доказано для суммы двух слагаемых, но оно, очевидно, распространяется на сумму любого числа слагаемых.


2) 
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где 
[image: image67.wmf]y

 — любая 
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 раз дифференцируемая функция, а 
[image: image69.wmf]c

 — постоянная, т.е. постоянный множитель можно вынести за знак линейного оператора. Доказательство легко проводится подобно предыдущему случаю. На основании свойств линейного оператора, выражаемых тождествами (6) и (7), получаются следующие теоремы о решениях однородного линейного уравнения.


Теорема 1. Если 
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 есть два (частных) решения уравнения (3.1), то 
[image: image72.wmf]2

1

y

y

+

 есть также решение этого уравнения.


Доказательство. Так как 
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, что, в силу условия, равно нулю тождественно. Теорема доказана.


Теорема 2. Если 
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 есть решение уравнения (3.1), то 
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 есть также решение этого уравнения (
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 — любая постоянная).


Доказательство. В силу свойства (7), 
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Следствие 1. Если имеем частные решения уравнения (3.1) 
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Следствие 2. Если 
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 есть частные решения линейного однородного уравнения 
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-го порядка, то выражение
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(8)

есть решение, содержащее 
[image: image87.wmf]n

 произвольных постоянных, т.е. общее решение.

Следует отметить, что всякое линейное однородное уравнение имеет частное решение 
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. Это решение называется тривиальным. В теории интегрирования мы его учитывать не будем.

Вопрос о том, каким условиям должны удовлетворять частные решения, чтобы выражение (8) являлось общим решением однородного уравнения, разрешается в связи с понятием линейной зависимости функций. Функции 
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 на рассматриваемом интервале выполняется тождественно соотношение
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Если не существует таких постоянных, чтобы равенство (9) имело место для всех рассматриваемых значений 
[image: image94.wmf]x

 (не всех равных нулю), то функции называются линейно независимыми (на данном интервале). В последующем мы часто будем иметь дело с интервалом 
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Рассмотрим один частный случай и несколько примеров.

1) Если одна из функций, например 
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, равна на данном интервале нулю, то все функции линейно зависимы, так как мы имеем тождество 
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 равны нулю). Между тем написанное равенство есть алгебраическое уравнение степени не выше 
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 равны нулю. Это противоречие доказывает наше утверждение. Такое же рассуждение можно было применить и к предыдущему примеру.

4) Примером линейно зависимой системы являются функции 
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Пусть мы имеем 
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 функций от 
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называется определителем Вронского этих функций. Легко доказывается следующая теорема.

Теорема 3. Если функции 
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где не все 
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где 
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Умножаем в выражении (10) первый столбец на 
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Рассматривая в уравнениях (12) величины 
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(8.1)

В силу следствия 1 теорем 1 и 2 она является решением уравнения (3.1). В силу условий (12), мы имеем при 
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Начальные условия (12.1) по теореме существования определяют единственное решение уравнения (3.1). Но таким решением, очевидно, является тривиальное решение 
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 на интервале (2), причем не все 
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 линейно зависимы вопреки предположению. Полученное противоречие доказывает теорему.


Теоремы 3 и 4 можно объединить в следующей формулировке: определитель Вронского, составленный для системы 
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Любая система из 
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 линейно независимых частных решений линейного однородного уравнения (3.1) называется фундаментальной системой.


Следствие теоремы 4. Функции, образующие фундаментальную систему, линейно независимы во всяком частичном интервале 
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Теорема 5. Для всякого дифференциального уравнения существует фундаментальная система.
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был отличен от нуля. Определим 
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 частных решений 
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Определитель (13) представляет собой значение определителя Вронского 
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Матрицу 
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Теорема 6. Если 
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По определению, решение, содержащее 
[image: image203.wmf]n

 произвольных постоянных, называется общим, если из него при определенных числовых значениях постоянных получается любое частное решение. А как было указано, в силу теоремы существования и единственности, любое частное решение однозначно определяется начальными условиями: при 
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где 
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Здесь 
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 имеют полученные таким образом значения, очевидно, удовлетворяет начальным условиям (14). Теорема доказана.
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Мы видели, что формула (8) дает любое решение линейного однородного уравнения 
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Теорема 7. Если мы имеем 
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Теорема 8. Если два линейных однородных уравнения
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имеют общую фундаментальную систему решений, то они тождественны между собой, т.е. 
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Докажем это. Вычитая почленно уравнения (16) получаем новое уравнение 
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Если 
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Следствие. Фундаментальная система вполне определяет линейное однородное уравнение со старшим коэффициентом, равным 1.


Решим теперь такую задачу. Дана фундаментальная система на интервале 
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Для этой цели приравниваем нулю следующий определитель, в котором 
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 обозначает искомую функцию:
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Разлагая его по элементам последнего столбца, мы убеждаемся в том, что равенство (18) представляет собой однородное дифференциальное уравнение 
[image: image280.wmf]n

-го порядка относительно функции 
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-го порядка со старшим коэффициентом, равным единице, а по доказанному такое уравнение однозначно определяется фундаментальной системой. Задача, таким образом, решена.


Запишем уравнение (18) в развернутом виде:
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Если исходное уравнение было записано в виде
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(3.1)

то сравнение коэффициентов дает нам тождество
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Легко убедиться в том, что определитель в числителе есть производная от определителя Вронского, стоящего в знаменателе. В самом деле, производная по 
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 определителя, составленного из функций от 
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, равна сумме 
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 определителей, из которых у первого в первой строке функции заменены производными, а остальные не изменены; у второго во второй строке функции заменены производными, а остальные не изменены и т.д. У 
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 первых слагаемых в виде определителей, имеющих две равные строки, т.е. обращающиеся в нуль, а последнее слагаемое, не равное нулю, есть как раз числитель в выражении для 
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Равенство (19), определяющее определитель Вронского (с точностью до постоянного множителя) через коэффициент данного уравнения при 
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 носит название формулы Остроградского-Лиувилля (Лиувилля).

Применим формулу Остроградского-Лиувилля к нахождению общего решения уравнения второго порядка 
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Полученное решение содержит две произвольные постоянные и, следовательно, является общим. Итак, если известно одно частное решение линейного однородного уравнения второго порядка, то общее решение находится квадратурами.


Пример 2. Легко убедиться в том, что уравнение 
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Это — общее решение данного уравнения. 


Примечание 1. Всякое линейное дифференциальное уравнение (3.1) имеет бесконечное множество фундаментальных систем.

Примечание 2. Пусть 
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 раз дифференцируемых линейно независимых функций. Если определитель Вронского не обращается в нуль на интервале 
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, то выражение (18) дает дифференциальное уравнение, имеющее данную систему в качестве фундаментальной.


Примечание 3. Если составлять дифференциальное уравнение, допускающее в качестве фундаментальной системы наперед заданную систему из 
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 линейно независимых функций, то точки, в которых определитель Вронского этой системы обращается в нуль, будут особыми точками построенного уравнения; в них будет обращаться в нуль коэффициент при 
[image: image325.wmf])

(

n

y

.


Пример 3. Построить уравнение, имеющее в качестве фундаментальной системы функции 
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. Раскрывая определитель по элементам последнего столбца, получаем 
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Зная одно нетривиальное частное решение 
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 линейного однородного уравнения (3.1), можно подстановкой 
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Действительно, подстановку 
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и 
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причем решению 
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 на единицу порядок уравнения (3.1), получаем опять линейное однородное уравнение
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где хотя бы одно 
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или, умножая на 
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Пример 4. 
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